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1 Einfiihrung in Python

Wir verwenden Python als Programmiersprache, unter an-
derem, da Python sehr populér ist. Ein Grund dafiir ist,
dass Python einfach zu lernen und zu lesen ist. Weiter ist
Python interaktiver als zum Beispiel C++. Als Program-
mierumgebung in diesem Kurs verwenden wir Jupyter
Notebooks.

1.1 Ein Erstes Python Programm
Betrachten wir das folgende Python Programm:

def compute_mean(measurements) :

"""Compute mean of a list of measurements."""
if len(measurements) ==

return O

sum = 0
for value in measurements:
sum += value
sum / len(measurements)
return mean

mean =

meaurements = [1, 0.1, 2.0]
compute_mean (meaurements)

Kommentare konnen auf Zwei Arten geschrieben wer-
den. Einzeilige Kommentare beginnen mit einem # und
mehrzeilige Kommentare werden von drei Anfiihrungsze-
ichen umschlossen.

In Python haben variablen keinen Typ. Dafiir miissen
Variablen initialisiert werden. Der Typ wird dann automa-
tisch bestimmt.

In diesem Beispiel erhalten wir 1.5.

Weiter wichtig in Python das Codeblocke durch Einriick-
ungen definiert werden.

Das if/else statement in Python sieht wie folgt aus:

if condition:

# do something
elif condition2:

# do something else
else:

# do something else

Ahnlich funktionieren while schleifen:

x =0

while x < 5:
print(x)
x = x+1

Eine for Schleife sieht wie folgt aus:

for x in range(0,5):
print(x)

Hierbei erzeugt range(0,5) eine Liste mit den Zahlen
0,1,2,3,4.

In Python konnen Listen unterschiedliche Typen besitzen
und sehen wie folgt aus:

1 = [3, "Hund", "Katze"]

Die Indexierung ist analog zu C++ 0-basiert. Ausserdem
hat das letzte Element Index -1.

Eine hilfreiche Funktion kann die help Funktion sein.
Diese gibt die Dokumentation eines Objekts zuriick. Zum
Beispiel:

help(1)
gibt die Dokumentation der Liste zuriick.

In Python ist ALLES eine Referenz. Wenn wir also b=a
setzen und a bearbeiten, dann wird auch b bearbeitet.

Auch wichtig sind Tupel. Diese sind dhnlich wie Listen,
aber unverdnderlich. Sie werden mit runden Klammern
definiert:

t = (1, 2, 3)

Die Klammern sind optional, aber es ist eine gute Praxis
sie zu verwenden.

Tupel unpacking ist eine niitzliche Funktion, die es er-
moglicht, die Werte eines Tupels in einzelne Variablen zu
entpacken. Zum Beispiel:

number, name = (1, "Hund")

Funktionen werden mit dem def Schliisselwort definiert,
wie im Einfiihrungsbeispiel. Um mehrere Werte zuriick-
zugeben, kann ein Tupel verwendet werden.

Sinnvolle Wissenschaftliche Bibliotheken beinhalten unter
anderem: NumPy, SciPy, Pandas und Matplotlib.

Ein Array wird in NumPy wie folgt erstellt:

array_1d = np.array([1, 2, 3])
array_2d = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]1)
array_range = np.arrange(0,4, step=0.5)

Mathematische Operationen kénnen direkt auf Arrays
angewendet werden:

np.square(array_1d)
np.sqrt(array_1d)

Um Matplotlib zu importieren, verwenden wir:

import matplotlib.pyplot as plt
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2 Die Messung als Zufallsprozess

Ein Modell ist eine vereinfachte Vorstellung welches nie
vollstédndig und nicht bewiesen werden kann. Mit einem
Experiment konnen wir es lediglich falsifizieren.

Ein Experiment hingegen ist nie fehlerfrei und auch die
Interpretation ist nicht eindeutig.

Betrachten wir als Modell periodische Funktionen. Hierbei
ist ¢(¢) die Phase und es gilt

tan(g) = R

Mit einer linearen zeitabhéngigen Phase erhalten wir eine
Oszillation der Form

z(t) = xo - R(e?®),

Der getriebene geddampfte harmonische Oszillator erfiillt
die Gleichung:
Fo cos(wt)

i+ i+ wie = 2
m

Nach einer langen Zeit erreicht die Losung die Form

Fo/m
To(w) = ’wngJriFw"

Wenn wir einen Quarzkristall haben, dann sieht die Res-
onanzkurve wie folgt aus: INSERT FIGURE

Der unterschied zur erwarteten Kurve entsteht dadurch,
dass die beiden Platten einen Kondensator bilden, welcher
die Resonanzfrequenz verschiebt. somit ist

Iip(w) « |z(w) + K(w)] # o.

Somit haben wir einen systematischen Fehler begangen.
Das Modell war nicht vollstandig. Mit einem besseren
Modell kénnen wir diesen Fehler korrigieren.

Definition 2.1: Systematischer Fehler

Ein Fehler, welcher durch ein unvollstdndiges Modell
entsteht, wird als systematischer Fehler bezeichnet.
Er tritt bei jeder Messung auf und kann durch ein
verbessertes Modell korrigiert werden.

Bei einer Messung kénnen auch zuféillige Fehler auftreten,
was als RAUSCHEN bezeichnet wird. Wir simulieren uns
einen Analog-Digital-Converter (ADC). Hierbei gibt es
eine zeitliche Auflésung, eine maximal Messbare Span-
nung und eine Anzahl von Bits, welche die Auflésung der
Messung bestimmt.

Wir definieren folgende Grossen:

e Zeitlicher Abstand zwischen Messungen: A,

e Sampling Rate / Abtastrate: fsampie = 1/A;
e Bandbreite der Messung: fpandwidth = %At

o Totale Messzeit: tiot

e Spektrale Auflosung: Af = 1/tot

Signalauflosung: Ui,

o Signalbereich: Upax
e Rauschen der Messapparatur: Upoise

Die Meisten dieser Dinge fiihren zu statistischen Fehlern,
welche durch wiederholte Messungen korrigiert werden
kénnen.

Wenn wir eine Grosse messen mit erwartetem Wert Z und
einen Wert z; messen, dann bezeichnen wir den FEHLER
als el = T — xI.

Das Problem ist, dass wir a priori & nicht kennen.

Die Moglichen Fehler kénnen wie bereits erwahnt in sys-
tematische und statistische Fehler unterteilt werden. Sys-
tematische Fehler konnen durch eine Kontrollmessung kor-
rigiert werden. Statistische Fehler konnen nicht verhindert
werden. Wir konnen sie aber durch wiederholte Messun-
gen quantifizieren.

Um einen gegebenen Datensatz zu analysieren, diskreti-
sieren wir den Messbereich = in gleich grosse BINS.

Dies kann man dann in einem Histogramm darstellen.

Diese Daten sind zuféllig verteilt um einen Mittelwert mit
einer Streuung.

Definition 2.2: Mittelwert
Der Mittelwert eines Datensatzes x1, o, ..

definiert als
1
B = N Z ;.
i=1

., xy ist

Um die Streuung um den Mittelwert zu quantifizieren, ver-
wenden wir die Standardabweichung;:

(" Definition 2.3: Varianz und Standardabweichung

Die Varianz eines Datensatzes xq,zo,..
definiert als

s IN ist

T
_ >
var(x) = N1 ;:1 (z; — Z)°.
Die Standardabweichung ist die Quadratwurzel der

Varianz:
s = y/var(z).

\. J

Achtung: Die Standardfunktionen von Python verwenden
die Population Varianz, welche durch N dividiert wird,
anstatt durch NV — 1.

Wir definieren weiter die GENAUIGKEIT einer Messung als
die Abweichung des Mittelwerts von dem wahren Wert Z.

Ausserdem ist die PRAZISION einer Messung definiert als
das Doppelte der Standardabweichung. Sie ist ein Mass
fiir zuféllige Fehler.

Es existieren verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, wobei die NORMALVERTEILUNG die wichtigste ist.
Dies ist aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes der Fall,
welcher besagt, dass die Summe von vielen unabhingi-
gen Zufallsvariablen, welche eine endliche Varianz haben,
normalverteilt ist.



Die Normalverteilung ist eine kontinuierliche Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion, welche durch die folgenden Pa-
rameter definiert ist:

1 _(@=w?
e 202

PDF(x,p,0) =

2ro

Bei einer Normalverteilung ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Messung innerhalb von einem Standardabwe-
ichung vom Mittelwert liegt, etwa 68%, innerhalb von
zwei Standardabweichungen etwa 95% und innerhalb von
drei Standardabweichungen etwa 99.7%.

Mit diesen Werten kann effizient gepriift werden, ob die
Daten normalverteilt sind.

Unsere Konvention ist es fiir die empirischen Grossen, T
und Ax zu verwenden, wihrend die Werte fiir die Nor-
malverteilung mit 4 = E(z) = (x) und o bezeichnet wer-
den.

Zusammenfassend konnen wir einen Messwert angeben
durch
Ty =T £+ Ax.

Diese Aussage ist nur eine Angabe fiir die Messung eines
Datenpunkts. Es ist keine Aussage iiber die Genauigkeit
von .

Wir wollen nun den Mittelwert abschétzen. Wenn wir eine
Messung wiederholt durchfiihren, so wird die Abschétzung
des Mittelwerts immer genauer. Die Standardabweichung
bleibt aber erhalten. Der Fehler in der Standardabwe-
ichung wird jedoch auch genauer.

Der Mittelwert ist definiert als T = %Zil x;. Fir
N — oo konvergiert T gegen den wahren Wert p. Der
Wert von T dndert sich nicht systematisch mit N, son-
dern schwankt um p herum. Wenn wir die Varianz des
Mittelwerts berechnen, so erhalten wir

[\

N
1

var(T) = N2 Zvar(ﬂci) = ON.

i=1

Wobei wir verwendet haben, dass var(>_ ;) = > var(z;),
da die z; unkorreliert sind. Somit ist die Standardabwe-
ichung des Mittelwerts

g
AT = —.
vN

Die Standardabweichung des Mittelwerts kann somit
kleiner als die Standardabweichung der Daten sein.

Zusammenfassend, p und ¢ dndern sich nicht systematisch
mit N, aber deren Abschitzungen werden genauer, mit N.

2.1 Fehlerfortpflanzung

Héufig kénnen wir nicht direkt die Grosse messen, welche
wir interessiert, sondern miissen sie aus anderen Mess-
grossen berechnen.

Zum Beispiel hingt die Amplitude eines Pendels ab von
A= f(m,g,T,...).

Welchen Einfluss haben die Fehler in m, g und T auf den
Fehler in A7

Um das Problem zu vereinfachen, betrachten wir f(z) mit
einem Fehler. Wir kénnen f(z) um den Mittelwert T en-
twickeln:

J(2) = [(F +62) = [(@) + b f (&) = T + 6/ ().

Fiir den Fall der Standardabweichung von f erhalten wir

f@) % F@) + 9| (A0) =T +Af(z).

T

Fiir zwei Variablen z und y erhalten wir

N
Af (xay>:ﬁ2(fn_f)2
n=1
1 X /of . of -\
_Nln_1<‘99~"( n — )‘*‘a*(yn— ))
(07N (0T
- (5:) + ()
afof 1 &
2%@m;($n—5)(yn—?)~

Der Erste Term ist das Resultat fir unkorrelierte Vari-
ablen. Der Zweite Term ist die Korrelation zwischen x und
y. Wenn z und y unkorreliert sind, dann verschwindet der
zweite Term.

Dies kann geschrieben werden als

0.2

2
0F = (0,,0,)1 (U ‘j,) (g;) .

Fiir unkorrelierte Variablen, also ng = 0, erhalten wir

af\> ar\>
2 _ (9] 2 or 2
Uf—<8£> 0m+(8y Oy-
Die Gauss-Methode setzt voraus, dass die Fehler klein

sind, so dass die lineare Naherung giiltig ist.

Nehmen wir als Beispiel ein Federpendel mit T' = 2.55 +
0.08s und m = 0.3kg + 0.02kg.

Die Federkonstante ist gegeben durch
or\?  — N
k=m <”> = =1.89—.
T m

Wir bilden die partiellen Ableitungen:

ok  (2m\® N
= o (ZD) =632 .
om <T) 63m~kg

m
ok \? ok \? N

_ 2 2 _
Ak_\/(@m) Am +(a ) AT —0.175m.

Es macht keinen Sinn mehr Stellen anzugeben, als die
Fehler erlauben.

k=(19+ 0.2)%.

Tip 2.4:

Man sollte die Fehlerrechnung sowie korrektes Run-
den an der Priifung kénnen.



2.2 Korrelationen

Wir errinnern uns, dass die Fehlerfortpflanzung ein Korr-
elations-Term enthalten war. Damit wollen wir uns nun
beschéftigen.

Stellen wir uns ein Pendel vor, mit einer Resonanzfre-
quenz f und der Temperatur 7. Wir kénnen nun die
Resonanzfrequenz iiber einen Tag messen. Wenn wir die
Temperatur gleichzeitig messen, so kénnen wir erkennen,
dass beide Kurven sehr einen &hnlichen Verlauf haben. Es
gibt eine sogenannte KORRELATION zwischen f und 7.

Wie kann nun Korrelation anschaulich erklart, und math-
ematisch formuliert werden?

Eine Korrelation bedeutet, dass eine Anderung in T
mit einer Anderung in f einhergeht. —Mathematisch
beschreiben wir die Variable T" als T" = T + 6T und
die Variable f als f = f + §f. Der Ausdruck

(wn - T)(yn - g)v
sollte entweder immer positiv oder immer negativ sein.

Formell definieren wir

(" Definition 2.5: Kovarianz )
Die Kovarianz zwischen zwei Variablen x und y ist
definiert als

1 N
1 2@ —D)vn — 7).
n=1
N J

Visuell mdchten wir sagen, dass eine Korrelation stark ist,
wenn sie grosser als die Standardabweichungen der Vari-
ablen ist. Daher definieren wir den

(" Definition 2.6: Korrelationskoeffizient )
Der Korrelationskoeffizient zwischen zwei Variablen
x und y ist definiert als
2
Ty
= e [-1,1].
Py 040y [ ]
1\ J

Diese Grosse ist nun Normiert, wenn die Korrelation stark
ist, dann ist p,, ~ 1 oder p,y =~ —1. Wenn die Korrelation
schwach ist, dann ist p., ~ 0.

Im ersten Fall sprechen wir von maximaler (anti-) Korre-
lation, im zweiten Fall von keiner Korrelation.

Betrachten wir nun die nichtlineare Funktion y = 22,

wobei x eine Zufallsvariable mit symmetrischer Verteilung
um 0 ist. In diesem Fall erhalten wir fiir die Kovarianz
02y = 0, obwohl y von x abhingt.

Mit dem Korrelationskoeffizienten kénnen wir somit nur
auf lineare Korrelationen testen. Nichtlineare Falle miiss-
en generell anders behandelt werden.

Korrelation kann auch implizieren dass wir ein sehr grosses
Rauschen haben, welches aber gleichzeitig beide Variablen
beeinflusst. Wichtig, von Korrelation kénnen wir nicht auf
Kausalitét schliessen. Zum Beispiel korrelieren die Anzahl
der Piraten mit der globalen Durchschnittstemperatur.

Wir betrachten die Funktion z = () + 2®), wobei z(!)
und z(® jeweils N mal gemessen wurden.

Fiir die Varianz von x erhalten wir

var(z) = var(z™M) + var(z®) + 2 cov(z®, 2?).

Generell gilt

N
ar (Z a(k)x(k)>

i=1

N
Z a®? var(z®)) 4+ QZ D) cov(z®, 27),
1=1 i<j

wobei a®) Konstanten sind.

Wen Wir in die Kovarianz fiir y = « einsetzen, so erhalten

wir

cov(z, ) —T) = var(x).

eI

Wenn wir nun aber fir y = = + A einsetzen, also zum
Beispiel eine zeitliche Verschiebung, so erhalten wir

—1—A Z

n=1

R, (A) = N (Tnea — T).

Dies wird die DISKRETE AUTO-KOVARIANZ genannt. Eine
Andere Schreibweise wére

tN—T

s O

t=t1

Ry (1) = (z(t+71)—7).

Wir kénnen analog zur Kovarianz auch den Autokorrela-
tionskoeffizienten definieren:

_ Rae(r)

Ry (7)

var(z)

Weniger relevant fiir echte Daten, aber dennoch interes-
sant, ist die kontinuierliche Autokovarianz:

T
Ruu(r) = %/0 (@(t) = 7)(@(t + 7) — T)dt.

Wenn ein Signal in der Autovarianz-basis Periodisch ist,
so ist es auch in der Zeitbasis periodisch.

Die Auto-Kovarianz ist symmetrisch um 7 = 0. Die Sam-
plingzeit setzt ein unteres Limit fiir die zeitliche Auflésung
der Autokovarianz.



3 Die spektrale Leistungsdichte

Die heutige Hauptaussage ist das folgende Theorem:

Theorem 3.1: Fouriers Theorem

Wir konnen jedes Signal z(t) als Summe von trigon-
ometrischen Funktionen darstellen.

Wir definieren die diskrete inverse Fourier-Transformation

als
N/2

- 3

=—N/2

X(fn)eiQTrfntk )

o(ty)

Dabei ist Ay = tt die kleinste Frequenzdifferenz und
fn = nAy die n-te Frequenz wenn wir als Funktion der
diskreten Zeit t;, = kA, betrachten.

Die Diskrete Fourier-Transformation ist definiert als

—i27 fpt
fn - N Z tk k.

Mit ihr kénnen wir die (komplexen) Frequenzkomponenten
eines Signals bestimmen.

Der Frequenzbereich einer Fouriertransformation ist nach
oben limitiert durch die NYQUIST-FREQUENZ fxny = 5x-,
da dann mindestens 2 Messpunkte pro Periode vorhanden
sind.

Die kleinste Frequenz, welche wir messen konnen ist
gegeben durch GARBORS LIMIT oy0f > %, Die maximale
Messzeit tio limitiert o;. Die maximale Frequenzauflo-

sung ist somit o =~ Ay = ttlt = 2f$
“ o

Die Fourier-Transformation kann ausgewertet werden bei
fn =n-Ay. Hierbei haben wir dann /N punkte von — fny

bis fNy~

Zusammenfassend ist der maximale Informationsgehalt
eines Signals in der Frequenz und der Zeitbasis gleich.

In vielen Anwendungen wird das normierte Quadrat der
Fourier-Transformation, also Sz (fn) = %|X (fn)|?, ver-
wendet. Dies wird die POWER SPECTRAL DENSITY
genannt. Sie gibt die Leistung eines Signals in der Fre-
quenzbasis an. Dies ist niitzlich, da uns Sinus und Kos-
inus in der Praxis selten interessieren. Weiter wird die
Normierung die Frequenzauflosung unabhingig machen.
Dies ist dhnlich zu einer Dichte einer Masse.

Die Normierung mit A; mach aus einem Power Spectrum
eine PSD mit der Einheit {—

Ein interessantes Resultat ist, dass

( Theorem 3.2: Parseval's Theorem
Die Varianz eines Signals in der Zeitbasis ist gleich
der Varianz in der Frequenzbasis, also

N/2

= Z Sww(fn)Af

=—N/2

Wenn wir zwei unkorrelierte Variablen  und y haben, so
erhalten wir fiir die PSD von z = x + y:

Bisher haben wir die double sided PSD betrachtet, welche
von — fny bis fny definiert ist. In der Praxis verwenden wir
aber die single sided PSD, welche von 0 bis fn, definiert
ist. Hierbei ist

fmaz

07 =Ap Y Sax(fn).
fa=1

Hierbei ist dann jedoch fiir Konsistenz ein Faktor von 2
notwendig.

N

Zx

k=1

Ay

) =2=%

Wir wollen nun unsere Theorie ein wenig anwenden.
Angenommen wir haben ein Rauschen mit durchschnit-
tlicher PSD S,, = 5- 10~ 6V —, welche wir iiber 500H z
messen. Dann haben wir elne Standardabweichung des
Rauschens von

Iy
0o = | AF Y Spalfn) = V5005106 = 0.05V.
fn=1

3.1 Filtern

Wir wollen weisses Rauschen aus einer Messung ent-
fernen. Wir konnen dies tun, indem wir die Fourier-
Transformation der Messung berechnen, die Frequen-
zkomponenten mit f > feutog entfernen und dann die
inverse Fourier-Transformation berechnen.

Eine einfacher Filter wire auch zu Mitteln. Hierbei
nehmen wir jeweils N Messungen vor und nach der
eigentlichen Messung und bilden den Mittelwert. Hierbei
sind dann aber die Messungen nicht mehr unkorreliert!
Wir miissen aufpassen bei der Mittelungszeit. Sie sollte
moglichst gross sein, aber auch deutlich kleiner als die
Zeitkonstante des Signals.

Ein Tiefpassfilter entfernt schnelle Anderungen im Signal,
beispielsweise durch Mitteln. Dabei werden die Daten-
punkte iiber die Filterzeit korreliert, und die Information-
smenge reduziert. Man kann die Information durch eine
reduzierte Anzahl unkorellierter Messpunkt darstellen. An
vielen Geréten lasst sich die Messrate reduzieren, um dafiir
eine bessere Prézision zu erhalten.

Um weisses Rauschen zu quantifizieren, reicht es den Mit-
telwert der PSD zu bestimmen. Wenn das Spektrum nicht
flach ist, so kann jeweils {iber einen Frequenzbereich von
N Punkten gemittelt werden, analog zum Tief-Pass Filter.

Wenn gewisse Details nicht verwaschen werden sollen, so
kann man auch die Messung mehrmals durchfiihren und
die Ergebnisse mitteln.



4 Bayesische Statistik

Wir wollen uns Gedanken iiber das Ergebnis eines Exper-
iments machen. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit fiir ein
bestimmtes Ergebnis E angeben. Diese wird bestimmt
durch P(A) = £, wobei k die Anzahl der Fille ist, in
welchen A eintritt, und n die Gesamtzahl der Félle.

Example 4.1: Wiirfel

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl grosser als 4

gewiirfelt wird, ist P(z > 4) = 2 = 1.

Dieser Sachverhalt kann elegant in einem Venn-Diagramm

dargestellt werden. Es gilt im Allgemeinen, dass A C S
und somit 0 < P(A) < 1. Ausserdem gilt

1= P(S) = P(AU A) = P(A) + P(A).

Die Wahrscheinlichkeit von A oder B ist gegeben durch
P(AUB) =

P(A)+ P(B) — P(ANB).

Die Wahrscheinlichkeit dass A eintritt, wenn B bereits
eingetreten ist, ist gegeben durch

P(A|B) = P(Jf(g)B)
Umgeformt erhalten wir
P(ANB)=P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Achtung: Es muss kein kausaler Zusammenhang zwischen
A und B bestehen, damit P(A|B) und P(B|A) definiert
sind. wenn A und B unabhéngig sind, so gilt P(A|B) =
P(A) und P(B|A) = P(B).

Theorem 4.2: Satz von Bayes
Es gilt
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =55

Wir Schreiben nun A; fiir die moglichen Ergebnisse eines
Experiments, also A1, As, ..., A,. Es gilt dann

P(4;)>0 und > P(A
i=1

Fiir einen diskreten Satz von Ereignissen A; nennen wir
das eine Wahrscheinlichkeitsmassefunktion, PROBABILITY
Mass Funcrion (PMF).

Falls das Ergebnis des Experiments kontinuierlich ist, so
kénnen wir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, PROB-
ABILITY DENSITY FUNCTION (PDF) verwenden. Es gilt

f(z)>0 wund / f(z

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis in einem Inter-
vall [a, ] liegt, ist dann gegeben durch

b
P(agxgb):/ f(x)dx

Achtung: f(z) ist eine Dichte, keine Wahrscheinlichkeit.

Example 4.3: Dirac Delta

Die Dirac Delta Funktion f(z) =
Eigenschaften einer PDF.

0(z) erfiillt alle

Im folgenden besprechen wir Konzepte anhand einer kon-
tinuierlichen Wahrscheinlichkeitsfunktion, sie kénnen aber
auch fiir diskrete Falle angewendet werden.

4.1 Charakteristiken von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen

Folgende Grossen sind fiir alle PDFs definiert:

(" Definition 4.4: Mode

Der Wert von x bei dem die PDF ihr Maximum er-
reicht, wird als MODE bezeichnet.

df(x)

d =0.

Tmode =

T=Tmode

Definition 4.5: Median
Die Mitte der PDF

Zmedian 1
ZTmedian = / f(l')d.’E = —.

— 00

Definition 4.6: FWHM

Die Halbwertsbreite FuLL, WIDTH AT HALF MAXI-
MUM (FWHM) ist definiert als die Breite der PDF an
der Stelle, an der sie halb so gross ist wie ihr Maxi-
mum.

1
if(mmode) = FWHM = b — a.

Fiir eine Normalverteilung gilt, dass die FWHM
2v21n20 =~ 2.3550

ist.

4.2 Momente

Fiir viele PDFs sind ihre Momente wie folgt definiert

Definition 4.7: Momente
Das m-te Moment einer PDF f(x) ist definiert als

M, = /Z 2™ f(z)dx

Das erste Moment M; ist der Mittelwert. Wichtig ist, dass
jedoch nicht jede PDF einen Mittelwert hat.

Wenn wir weitere Momente berechnen, so wollen wir diese
Héufig um den Mittelwert zentrieren, um die ZENTRAL-
MOMENTE zu erhalten:



Definition 4.8: Zentralmomente

Das m-te zentrale Moment einer PDF f(x) ist
definiert als

My, = {(x — My)™).
Hierbei ist (-) die Erwartungswert-Notation, welche

das Integral iiber die PDF impliziert.
. J

Somit ist das zweite zentrale Moment die Varianz, das
dritte zentrale Moment quantifiziert die Schiefe und das
vierte die Wolbung der PDF.

Das folgende ist nicht klausurrelevant, aber dennoch in-
teressant:

Es kann hilfreich sein, die Momenterzeugende Funktion zu
definieren:

MO = [ exp(Ga)s(e)ia.
Wenn wir davon die Taylor-Entwicklung um ¢ = 0 bilden,
so erhalten wir

2
M(C) = Mo+ My + 5 Mo+

Da My = 1 sein muss, kénnen wir das m-te Moment durch
die m-te Ableitung der Momenterzeugenden Funktion an
¢ = 0 berechnen:

Theorem 4.9: Momenterzeugende Funktion
Es gilt
_9mM(Q)

M = =55

¢=0

Erneut ist es wichtig zu beachten, dass nicht jede PDF
eine Momenterzeugende Funktion hat.

Weiter ist es Hilfreich, die charakteristische Funktion zu
definieren:

o(v) = / exp(ive) f(x)dz.
Dies ist die inverse Fourier-Transformation der PDF.
Somit konnen wir die PDF durch die Fourier-Transforma-
tion der charakteristischen Funktion berechnen:

1 oo
fl@) = —/ exp(—ive)o(v)dv.
2 J_
Entscheidend ist, dass die Charakteristische Funktion fiir
jede Wahrscheinlichkeitsverteilung existiert, auch wenn
die Momenterzeugende Funktion nicht existiert.

Theorem 4.10:

f(z) = 1 /OO exp(—iva) (1 4+ ivM; +...)dv.

2 J_ o

4.3 Bayes’sche Datenanalyse

Die Bayessche Datenanalyse beruht auf bedingten Wahr-
scheinlichkeiten. Um dies auf ein Experiment anzuwenden
definieren wir

A — D = Gemessene Daten
B — Bl, BQ, .

I = Vorwissen.

= Fin endlicher Satz von Ergebnissen

Somit stellt sich der Satz von Bayes fiir die Datenanalyse
wie folgt dar:
P(D|B;, I)P(Bi|I)

P(D|I)

P(B;|D,I) =

Wenn D impliziert, dass eines der B; eingetreten ist, so
kénnen wir den Nenner umschreiben als

P(D|T) =Y P(D|B;, I)P(Bi|I).
i=1
Hierbei ist P(B;) die Wahrscheinlichkeit, dass B; ein-
tritt basierend auf a-priori Wissen. Es ist die Sogenannte

PrIOR. Das Ergebnis ist die A-posteriori Wahrschein-
lichkeitsverteilung.

Example 4.11:

Nehmen wir an, es gibt eine Infektionskrankheit
wobei 100 von 100000 Menschen infiziert sind. Es
gibt einen Test, welcher in 99% der Falle korrekt ist,
also

P(positivlinfected) = 0.99

P(negativ|infected) = 0.01
P(negativ|not infected) = 0.99
P(positiv|not infected) = 0.01.

Die Wahrscheinlichkeit vor dem Test dass eine Person
infiziert ist, ist P(infected) = 0.001. Nun nehmen
wir an, dass eine Person positiv getestet wird. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie tatsdchlich
infiziert ist?

Nach dem Satz von Bayes erhalten wir

PHDP)

GIDP@) + PGDPD "

PIl+) =35

Wenn wir einen zweiten unabhéngigen Test durch-
flihren, so &ndern sich die a-priori Wahrschein-
lichkeiten fiir den zweiten Test. Nun ist P(I) = 0.1
und P(I) = 0.9. Somit erhalten wir

Pl = 5 ZHDPD

GIDP@ + PDPD

Somit konnen wir den Wert eines Par{%m‘e‘ger(s )a schatzen

. _ L(D|a)fo(a .
mit dem Ausdruck fi(a|D) = W)ff(a)da? wobei
L(Dla) die Likelihood-Funktion ist, welche die Wahr-
scheinlichkeit der Daten D gegeben den Parameter a
angibt, und fo(a) die Prior-Verteilung fiir den Parameter

a ist.



4.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir haben bereits die Normalverteilung kennengelernt.
Sie hat folgende PDF

1 _(@-w?
e 202

xr) =

f@) = —7—

Die Normalverteilung ist die wichtigste Verteilung, da sie

aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes in vielen Féllen
auftritt.

Wir betrachten nun die BINOMIALVERTEILUNG. Dazu
brauchen wir eine Variable, welche genau zwei Werte u
und d annehmen kann. Da jedes Experiment unabhéngig
ist, gilt

Plu)y=p und P{d)=1-p=gq.

Wenn wir nun ein System aus N spins Messen, so haben
wir 2V mégliche Ergebnisse. Die Wahrscheinlichkeit fiir
ein bestimmtes Ergebnis ¢; mit k& Spins in v und N — k
Spins in d ist gegeben durch

P(y;) = ptg" ",

In der Praxis konnen wir schlecht unterscheiden, was
genau positiv ist, sondern nur die Anzahl der positiven
Ergebnisse k. Es gibt (],: ) Moglichkeiten, k positive Ergeb-
nisse zu erhalten. Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir &
positive Ergebnisse gegeben durch

P(k) = (Z)pkq]v"“-

Als Wahrscheinlichkeitsverteilung ist diese Verteilung
natiirlich normiert.

N N
> Pk =) (Z)p’“q]v'“ =+ =1
k=0

k=0

Dies ist zugleich das 0-te Moment. Der Erwartungswert
der Binomialverteilung ist das erste Moment,

(y) = M.

Hierfiir kbnnen wir die Momenterzeugende Funktion ver-
wenden. Es gilt

_9mM(Q)

M, .
m aCm o
Dazu Leiten wir die Funktion des M-ten Moments nach p

ab.
oOM,, 1 N 1
—— =M1 — — My + =My,
Op P q q

Somit gilt fiir das m + 1-te Moment

m

0
M1 = NpM,, +tra— =
D

Da das nullte Moment My = 1 ist, erhalten wir fiir das
erste Moment

oM,
My = NpMo + pg==—

= Np.
Op p

Das zweite Moment erhalten wir durch Ableiten des ersten
Moments:

OM
My = NpM; + pq 3 -
D

= Np(Np +q).

Die Varianz erhalten wir damit als
0% = My — M? = Npq.

Also ist 0 o< V/N.

Eine weitere haufige Verteilung ist die POISSONVERTEI-
LUNG. Sie ist ein Grenzfall der Binomialverteilung fiir sel-
tene Ereignisse. Das klassische Beispiel sind die Photonen,
in einem Laserstrahl. Es stellt sich heraus, dass die Anzahl
der Photonen, welche in einem bestimmten Zeitintervall
ankommen, einer Poissonverteilung folgt.

Um das zu messen, senden wir einen Laserstrahl auf einen
Einzelphotonendetektor, welcher die Anzahl Photonen in
einem Zeitintervall A; zahlt. Dies wiederholen wir nun N
mal.

Wenn nun N sehr gross, N > k und p — 0 ist, so kénnen
wir die Binomialverteilung durch die Poissonverteilung ap-
proximieren. Es gilt

. N kakiNk k N
P(k)—lyg1k<k>pq —Hp(l—p)-

Wir setze nun p = Np und erhalten

Definition 4.12: Poissonverteilung

Die Poissonverteilung mit Parameter p ist definiert

als .
H e M.

P(k) = o

Fiir eine Poissonverteilung gilt, dass der Erwartungswert
M, gleich dem Parameter p ist, und die Varianz ebenfalls
gleich p ist.

Damit die Einheitslosigkeit funktioniert, muss p eine
Zahl sein, welche die Anzahl der Ereignisse in einem bes-
timmten Zeitintervall angibt.

Theorem 4.13: Zentraler Grenzwertsatz

Wenn N gross genug ist, so folgt die Summe von
N unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvari-
ablen einer Normalverteilung.

Nehmen wir an, wir haben zwei unkorrelierte Variablen
€1 und eq, mit Erwartungswerten p; = po = 0 und vari-
anzen o} und o3 normalverteilt. Die Wahrscheinlichkeit,
Werte in den Intervallen [e1, &1 + de1] und [e2, €2 + des] zu
erhalten, ist gegeben durch

2 2
€1 P

=1/(2 ~EL 2 ) ey des.

fle1,e2) /( ’/T0'10'2)6Xp( 207 205) e1deq



Wir definieren die Variablen x; = -, welche beide einer

Standardnormalverteilung folgen. Es gilt

1 2 2
o exp (—9621 — x;) dxidxs.
Weiterhin, definieren wir die Summe der Quadrate S =
22 + 2. Die Wahrscheinlichkeit, dass S in einem Intervall
[S, S 4 dS] liegt, ist gegeben durch die Fliche eines Rings
um den Ursprung. Wir machen nun Variablentransforma-
tion

f(xth) =

= ycosf
To = xsiné
! =a1+a23=38.
Damit wird 1
) = exp(=5x*)xdx.

Umschreiben nach x? ergibt

1 1
F(x*) = 5 exp(=5x%).
Es gilt:
Xr2node =n—2
(x*) =n
var(x?) = 2n.

4.5 Likelihood-Funktion

Bisher haben wir die Messung als Zufallsprozess betra-
chtet, welche durch eine PDF beschrieben wird. Die
Likelihood-Funktion ist die PDF, aber mit vertauschten
Argumenten. Sie ist eine Funktion der Parameter, nicht
der Daten. Zum Beispiel messen wir zwei unabhéngige
Datenpunkte 1 und zo aus einer Gauss-Verteilung.

Da die Messungen unabhéingig sind, ist die gemeinsame
PDF das Produkt der Einzel-PDFs:

f(x1|,u, O')f(x2|ﬂa O').
T, ist die Likelihood-

f(zy, 22|, 0) =

Fir n Datenpunkte x1,zs,...,
Funktion gegeben durch

L(z,ap,a1) = Hf(inao, ai).
i=1

Dies ist KEINE PDF, da sie nicht normiert ist.

Um die Parameter zu schitzen, konnen wir die Likelihood-
Funktion maximieren. Dabei ist wichtig, dass der Wert
der Likelihood-Funktion selbst nicht aussagekréftig ist,
jedoch Verhéltnisse von Likelihood-Funktionen sehr aus-
sagekraftig sein konnen. Weil wir uns nicht fiir das Max-
imum der Likelihood-Funktion interessieren, sondern fir
die Parameter, welche das Maximum liefern, kénnen wir
die Log-Likelihood-Funktion verwenden, da sie das gleiche
Maximum hat wie die Likelihood-Funktion selbst.

Wenn wir nun die Log-Likelihood-Funktion fiir die Nor-
malverteilung berechnen, so erhalten wir

1 n
InL(x,p,0) = —3 ln 21ma?) ~ 5,2 Z:

Die Parameter p und o, die die Log-Likelihood-Funk-
tion maximieren, lassen sich durch Ableiten der Log
Likelihood-Funktion nach g und ¢ bestimmen. Schliess-
lich finden wir

E z; und o=

Der Wert der Varianz hat hierbei einen Bias im Vergleich
zur empirischen Varianz.

n

iZ(w ).

i=1

Wenn wir nun mehrere Messungen machen, je mit bekan-
nter Standardabweichung, wollen wir den Mittelwert bes-
timmen. Die Likelihood-Funktion ist dann gegeben durch

L(z,o,q) H\/ﬂ eXp(—(x;;;)Q>.

Die Log-Likelihood-Funktion ist dann

n

= —% > <ln(2m$) + (“Tza_za)z) .

=1 ?

InL(x,0,a)

Nach ableiten nach a und Nullsetzen erhalten wir
i o
1
2

Yimi g

&:

In der Regel ist Maximum Likelihood nicht ganz einfach
um die Parameter zu schiatzen. Wir definieren die Summe
der Abstandsquadrate als

—~ (2 —a)®
S=2 g
i=1 g

Diese Funktion wollen wir nun minimieren. Es gilt

Wenn die o; bekannt sind, dann ist S = x2. Bleiben wir
zundchst aber bei S.

Wir haben dabei Daten y1,...,y, als Funktion der Kon-
trollparameter x1,...,x, gemessen. Die x; haben keine
Unsicherheit, die y; haben eine Unsicherheit von ;. Das
bedeutet dass die Wahrscheinlichkeit, dass y gemessen

wird ist )
)~ e (-0

Wir nehmen zunéchst an, dass = ag + a1 z.
Die Likelihood-Funktion ist dann gegeben durch

(yn —ap — alxn)2>

2
202

L(xnayn) On, Ao, al) ~ exXp (—

Mit der Loglikelihood-Funktion wollen wir somit

N
S = Z w; (y
i=1

% die Gewichte sind. Ausserdem
i

2
i — Qo _almi) y

minimieren, wobei w; =
sind die RESIDUEN r; = y; — ag — aix; die Abstdnde der



Datenpunkte von der Anpassungsfunktion. Im Idealfall
sind die Residuen normalverteilt mit Mittelwert 0.

Ableiten nach ag und a; und Nullsetzen ergibt das Gle-
ichungssystem

aS al
(97@0 = —2;’[1)2(:% —agp — alxi) = 0
N
g—i = _2;wixi(yi —ag —ayx;) = 0.

Das Ganze koénnen wir in Matrixform schreiben als

(s, Ews) ()= (Zam, )

Oder auch
Na=Y.

Diese Darstellung nennen wir die Normalform. Sie hat die
Losung
a=N"'Y.

Dies kann nun fiir beliebige Polynome erweitert werden,
indem wir die Matrix N entsprechend anpassen.

> Wy > wpry > WnYn

ao

> wn ! Swnry™) \am > Wn Ty Yn

Wir wollen nun noch die Unsicherheiten unserer Parame-
ter bestimmen. Dazu erinnern wir uns, dass die Residuen
€n Normalverteilt sind und (€, €,,) = 02, gilt. Es gilt

y=Xa+e.

Aus den neuen Matrizen kénnen wir auch die Normalma-
trix und den gewichteten Ergebnisvektor finden

N=X"wx
Y = XTWwy.
Somit folgt fiir die Summe der Abstandsquadrate
S=(y—Xa)TW(y - Xa).
Auflésen nach a ergibt
a=(XTWwx) ' xTwy.

Die Unsicherheiten der Parameter a sind gegeben durch
deren Varianz
((an — an)2>-

2 _
On

Die Kovarianzmatrix ist

C={(a-a)(a—a)’)=XTWX)'=N"1

ACHTUNG! Standardbibliotheken korrigieren die Varianz
der Datenpunkte, indem sie

S
=——N
N-m-—1

-1

C

)2

. .. N
verwenden. Hierbeiist S =" "_ wn(yn—ao—a1T,—...
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Ausserdem entspricht S,,in der Summe der Abstand-
squadrate fiir die optimalen Parameter. Es ist somit eine
x2-Verteilung mit N — m — 1 Freiheitsgraden, da wir
m + 1 Parameter geschatzt haben. Somit ist S,,in mit
67% Wahrscheinlichkeit in einem Interval

(xz) £ y/var(x?) = (N —m — 1) £/2(N —m — 1).

Wir wollen nun die kleinsten Quadrate nichtlinear sché-
tzen zum Beispiel fiir exponentielle Abfille. Also wollen
wir

N
S = Z wn(yn - f(xn, CL))2
n=1

minimieren. Wir kénnen dies tun, indem wir S als Funk-
tion von allen a berechnen.

Leider ist es nicht moglich, die Parameter durch Ableiten
von S zu bestimmen, da f nicht linear in den Parametern
ist. Stattdessen kénnen wir iterativ vorgehen.

1. Gradientenverfahren. Wir starten mit einer initialen
Schétzung der Parameter a, und berechnen die Taylor-
Entwicklung von f um a,:

In der Vektorschreibweise wird dies zu
S ~ S(ay) + Aa’'VS.

Damit ist die Korrektur von a4 richtung Minimum gege-
ben durch

Hierbei ist o« ein Parameter, welche die Stédrke der Kor-
rektur bestimmt. Wir wiederholen diesen Schritt, bis die
Korrektur klein genug ist (idealerweise Aa = 0).

Um zu sehen ob wir das globale Minimum gefunden haben,
kénnen wir zuerst die Daten plotten und anschliessend die
Residuen plotten. Wenn die Residuen normalverteilt mit
Mittelwert 0 sind, so haben wir wahrscheinlich das globale
Minimum gefunden.

Ausserdem verwenden wir idealerweise ein alpha, welches
kleiner wird je ndher wir zum Minimum kommen.

2. Newtonverfahren. Anstelle der einfachen Linearisier-
ung, nehmen wir nun noch den zweiten Term der Taylor-
Entwicklung mit auf:

1
S~ S(ay) +Aa’VS + EAaTHAa.
S wird also durch ein Paraboloid approximiert. Der

néchste Schritt ist gegeben durch das Minimum dieses
Paraboloids, also muss fiir alle Aa; gelten

3Aai -

Wenn wir dies ausrechnen, so erhalten wir

Aa=—H"'VS.



Die neuen Parameter sind dann gegeben durch
a = a4+ Ad.

Auch hier kénnen wir einen Skalierungsfaktor a < 1
hinzufiigen.
a4 = ag + ala.

Zusammenfassend:
Gradientenverfahren: Aa = —aV_s
Newtonverfahren: Ag = —aH~1VS

FEine einfache Verbesserung wére es a dynamisch anzu-
passen.
925\
A& = — (2
0a2,

Fine Standardverbesserung ist Marquardts-Methode. Da-
bei verwenden wir wenn wir weit vom Minimum entfernt
sind, das Gradientenverfahren, und wenn wir nahe am
Minimum sind, das Newtonverfahren. Das bedeutet,
dass wir « abhéngig von der Entfernung zum Minimum
machen:

0S5

O,

Dazu verwenden wir eine andere Hesse-Matrix

o — JHii(1+a)
H,;

fiir i = j

fiiri #j

Nun mochten wir noch die Unsicherheiten der Parameter
bestimmen. Wir kénnen durch linearisierung S abschitzen
als

S &~ Siin + AaT NAa.

Nach Rechnung findet man schliesslich fiir die Kovarianz-
matrix

C=2H"1
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5 Machine Learning

Machine Learning ist sehr &hnlich zu der Grundidee von
Datenanalyse, jedoch ohne dem Ziel ein Modell zu bestéti-
gen. Gegeben ist ein Mathematisches Modell und die
Daten eines Experiments. Die Aufgabe ist es nun das
Modell mit den Daten zu verifizieren. Bei Machine Learn-
ing ist der physikalische Zusammenhang nicht so wichtig,
jedoch das Vorhersagen von Daten. Wir wollen also ein
Modell f(x,w) finden welches die Daten y vorhersagt.
Dazu benétigen wir ein VERGLEICHSMASS L(y, §), auch
genannt VERLUSTFUNKTION. Mit dieser Verlustfunktion
sollen dann die Modellparameter w so angepasst werden,
dass die Vorhersage y moglichst gut mit den Daten y
iibereinstimmt. Dies nennt sich UBERWACHTES LERNEN.

Grundsétzlich unterscheiden wir zwischen REGRESSION,
bei welcher die Daten kontinuierlich sind, und KLASSI-
FIKATION, bei welcher die Daten diskret sind. Wir wollen
uns zunéchst mit Regression beschéftigen.

Das einfachste Problem ist die lineare Regression. Zu

finden ist ein Modell
= f(z,w) = wiz + wo.
Die Verlustfunktion ist dann gegeben durch

L(y,9) = (y — f(z,w))>.

Dieses Optimierungsproblem koénnen wir wie gesehen
durch einen Gradient Descent oder durch die Normal-
form 16sen.

Die Algorithmen, welche wir hier sehen sind Gradienten-
basiert. Ein Trick um das Lernen zu verbessern ist es die
Daten zu standartisieren. Dies funktioniert indem wir die
Daten zentrieren und normieren. Es gilt
T W

—

z

Somit Fallen die Skala und Einheiten weg. Die Riicktrans-
formation ist dann gegeben durch

xr = zo + U.

Um so ein Regressionsmodell zu trainieren, verwenden wir
die Python-Bibliothek scikit-learn. Um eine lineare
Regression durchzufiihren kénnen wir folgendes tun

# Daten Standardisieren
scaler = StandardScaler()
scaler.fit (X)

X_scaled = scaler.transform(X)

# Modell auswdhlen
model = LinearRegression()

# Trainieren
model.fit(X_scaled, y)

# Vorhersagen
y_pred = model.predict(X_scaled)

Wir kénnen dies nun auch in héheren Dimensionen durch-
fithren. Das heisst, jedes  wird ein Vektor . Somit wird
das Modell zu

g = flz,w) = wiz1 + wazas + - + waxq + wo.



Wir definieren eine Analoge Verlustfunktion iiber die
Fehlerquadrate und optimieren diese mit Gradientenab-
stieg oder der Normalform.

Letztendlich kénnen wir auch polynomielle Regression
durchfiihren durch das Modell

m
flz,w) = Zx’wz + wo.
i=1

Prinzipiell transformieren wir hierbei die Daten in einen
héherdimensionalen Raum, um dann eine lineare Regres-
sion durchzufiihren. Wir kénnen analog auch eine Funk-
tion von mehreren Variablen verwenden, also

>

kit thka<m

k k
Wy, kg TT -+ - Tyt 4 Wo.

f(IB,’UJ) =

In Scikit-learn kénnen wir dies wie folgt durchfiithren

from sklearn.preprocessing import
— PolynomialFeatures

# Transformieren der Daten in einen
— hodherdimensionalen Raum

poly = PolynomialFeatures(degree=m)
X_poly = poly.fit_transform(X_scaled)

# Modell auswahlen

model = LinearRegression()

# Trainieren

model.fit (X_poly, y)

# Vorhersagen

y_poly_pred = model.predict(X_poly)

Wenn wir die Anzahl Parameter erh6éhen, laufen wir die
Gefahr des OVERFITTING. Das heisst, dass wir die Train-
ingsdaten auswendig lernen, aber nicht mehr in der Lage
sind, neue Daten vorherzusagen. Man kann dies Bemerken
zum Beispiel durch "grosse" Koeffizienten.

Eine Moglichkeit, dies zu verhindern ist RIDGE-REGRESS-
IO0N. Hierbei fiigen wir einen Strafterm zu unserer Verlust-
funktion hinzu, welcher grosse Koeffizienten bestraft. Es
gilt die neue Verlustfunktion

Ly i) = - S (0~ (i) + ]
=1

Das Modell dafiir in Scikit-learn ist Ridge. Es wird im-
plementiert mit

from sklearn.linear_model import Ridge
model = Ridge(alpha=0.1)
model.fit (X_poly, y)

Fiir hohere Dimensionen kénnen wir unsere Daten nicht
plotten. Wie kdnnen wir also feststellen, ob unser Modell
gut ist? Dazu konnen wir nur einen Teil der Daten ver-
wenden, um das Modell zu trainieren, und den Rest der
Daten verwenden, um die Vorhersage zu testen.

Um einen guten Wert fiir den Polynomgrad zu finden, kon-
nen wir ausprobieren.

Wir teilen unseren Datensatz nun auf in TRAININGS-
DATEN, VALIDIERUNGSDATEN und TESTDATEN. Wichtig
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ist, dass die Testdaten zu keiner Zeit wihrend des Train-
ingsprozesses verwendet werden, da sie sonst nicht mehr
als Testdaten gelten wiirden. In Scikit-learn kénnen wir
dies wie folgt umsetzen

from sklearn.model_selection import
train_test_split

X_train, X_test, y_train, y_test
train_test_split(X, y, test_size=0.2)

—

—

Wichtig, anschliessend muss der StandardScaler auf die
Trainingsdaten gefittet werden, damit die Testdaten nicht
in den Trainingsprozess einbezogen werden. Anschliessend
kénnen wir beide Datensédtze transformieren mit dem
StandardScaler, welcher auf die Trainingsdaten gefittet
wurde.

Wir definieren Weiter die Gewichte, welche wir optimieren
als PARAMETER und die selbst gewédhlten Eingaben wie «
als HYPERPARAMETER.

Um die Giite des Modells zu beurteilen, konnen wir die
ANPASSUNGSGUTE R? verwenden, welche definiert ist als
n

Sy (i — 0i)?
S —

i (i —9)?
Wenn R? nahe bei 1 liegt, so ist das Modell gut. Wenn
R? nahe bei 0 liegt, so ist das Modell schlecht. Wenn
R? negativ ist, so ist das Modell sogar schlechter als die
Vorhersage durch den Mittelwert. Dies wire dann ganz
schlecht. In Scikit-learn kénnen wir R? wie folgt berechnen

R*=1-

from sklearn.metrics import r2_score
y_pred = model.predict(X_test)
r2 = r2_score(y_test, y_pred)

Um die optimalen Hyperparameter zu finden, kénnen
wir KREUZVALIDIERUNG verwenden. Dazu teilen wir die
Trainingsdaten in k Teile auf. Wir trainieren nun auf
k —1 FoLDs und testen auf dem verbleibenden Fold. Dies
wiederholen wir nun k mal, sodass jeder Fold einmal als
Testdaten verwendet wird. Wir kénnen nun die durch-
schnittliche Anpassungsgiite iiber alle Folds berechnen,
um die Giite des Modells zu beurteilen. In Scikit-learn
kénnen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.model_selection import
cross_val_score

model = LinearRegression()
cross_val_score(model, X_train, y_train, cv=5,
scoring='r2")

—

—

Dies kénnen wir nun verwenden um die besten Hyperpa-
rameter mit GRID SEARCH zu finden. Dabei definieren
wir ein Gitter von Hyperparametern und berechnen die
Kreuzvalidierung fiir jedes Hyperparameter-Set.  Das
Hyperparameter-Set mit der besten Kreuzvalidierung ist
dann das beste Hyperparameter-Set. In Scikit-learn kon-
nen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.model_selection import
GridSearchCV
p_grid = {'alpha':
ridge = Ridge()

gs = GridSearchCV(ridge, p_grid, cv=5,
— scoring='r2")

gs.fit(X_train, y_train)

—

[0, 0.01, 0.1, 1, 101}



Zur Erinnerung: Supervised Learning besteht aus einem
Supervisor, welcher jedem Input = ein korrektes Label y
zuordnet. Wir moéchten uns nun auf die bindre Klassifika-
tion konzentrieren. Hierbei gibt es zwei Klassen, welche
wir mit y = 0 und y = 1 bezeichnen. Nun brauchen wir
ein Modell, fiir die binare Klassifikation.

g = f(z,wi,wo) = o(wr -z + wo).

Hierbei ist o die Logistische Funktion, welche definiert ist

als
1

oG = T

Wir konnen dies Interpretieren als die Wahrscheinlichkeit,
dass Merkmal x zur Klasse y = 1 gehort.

PY =1|X =2) =0c(wy - = + wp).

Ein grosseres wy bedeutet, eine stérkere Schérfe in der
Trennung, wahrend wy die Position der Trennlinie bes-
timmt. Um schliesslich die Entscheidung zu féllen, ob z
zur Klasse y = 0 oder y = 1 gehort, konnen wir einen
Schwellenwert definieren, zum Beispiel 0.5. Wenn g > 0.5,
so ordnen wir = der Klasse y = 1 zu, andernfalls der Klasse
y=0.

In diesem Modell wird die Binary Cross Entropy als Ver-
lustfunktion verwendet, welche definiert ist als

L(y, 9) = —lylog(g) + (1 — y) log(1 — g)].

Diese Funktion ist dann hoch, wenn die Vorhersage mit
hoher Konfidenz falsch ist.

Die Populédrste Methode fiir die Giite des Modells ist die
ACCURACY, welche definiert ist als

Anzahl korrekter Vorhersagen

accuracy =
tracy Anzahl aller Vorhersagen

So eine logistische Regression kénnen wir auch in héheren
Dimensionen durchfithren. Das Modell ist dann gegeben

durch 4
flx,w)=0 (Z w;x; + w0> .

i=1
In scikit-learn kénnen wir dies wie folgt umsetzen
from sklearn.linear_model import

— LogisticRegression
from sklearn.metrics import accuracy_score

model = LogisticRegression()
model.fit(X_train, y_train)

y_prob = model.predict_proba(X_test)[:, 1]
y_pred = model.predict(X_test)
accuracy = accuracy_score(y_test, y_pred)

Ein nachteil an solch einem linearen Modell ist, dass die
Entscheidungsgrenze immer linear ist. Um dies zu umge-
hen, kénnen wir die Daten in einen héherdimensionalen
Raum transformieren, um dann eine lineare Trennung
durchzufithren. Wir machen also eine polynomielle Re-
gression analog zur Regression.

13

Prinzipiell kénnen wir auch andere Funktionen als BA-
SISFUNKTIONEN verwenden, welche die Features trans-
formieren. Somit ergibt sich dann die TRANSFORMA-
TIONSFUNKTION ¢(x) = [¢1(x), p2(2), ..., om(2)].

In scikit-learn konnen wir dies wie folgt umsetzen
def basisTransform(X):

return np.hstack((X, np.sin(X), np.cos(X)))

transformer =
FunctionTransformer (basisTransform)
X_transformed = transformer.fit_transform(X)

—

model = LogisticRegression()
model.fit (X_transformed, y)

5.1 Neuronale Netze

Wie finden wir nun eine optimale Basisfunktion? In einer
idealen Welt konnen wir alle moglichen Funktionen als Ba-
sisfunktionen verwenden. Gradient Decent wiirde dann
die Koeffizienten der Funktionen so anpassen, dass die Ver-
lustfunktion minimiert wird. In der Praxis funktioniert
dies jedoch nicht sehr gut.

Die Idee ist nun, die Basisfunktionen selbst mitzulernen.
Das heisst, wir lernen eine lineare Transformation, gefolgt
von einer nichtlinearen Aktivierungsfunktion.

d
h(z,w) =a <Z wix; + w0> .

=1

Dies fiihrt fiir jedes NEURON d + 1 neue Parameter ein.
Einige Aktivierungsfunktionen sind die RELU, welche
definiert ist als a(z) = max(0, z), die StGMOID-Funktion,

welche definiert ist als a(z) = H%’ und die TANH-
Funktion, welche definiert ist als a(z) = 2;:2:

Im Grunde kénnen wir beliebig viele solcher HIDDEN LAY-
ERS hintereinander schalten. FEin solches Netzwerk wird
als DENSE bezeichnet, wenn jedes Neuron mit jedem Neu-
ron des nichsten Layers verbunden ist.

In scikit-learn kénnen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.neural_network import

— MLPClassifier

mlp =
<~ MLPClassifier(hidden_layer_sizes=(100,50),
— activation='relu', max_iter=500)

mlp.fit(X_train, y_train)
y_pred = mlp.predict(X_test)

Wir wollen noch zwei weitere Klassifikationsalgorithmen
anschauen. Dazu verwenden wir den Titanic-Datensatz.
Wir wollen vorhersagen, ob ein Passagier {iberlebt hat oder
nicht.

Plotten wir zunéchst die Daten Alter gegen Ticketpreis
und fiarben die Punkte nach Uberleben oder nicht. Um zu
klassifizieren ob ein weiterer Passagier iiberlebt oder nicht,
kénnen wir uns die Umgebung des Passagiers anschauen.
Formalisiert wird dies durch K-NEAREST NEIGHBORS.
Hierbei schauen wir uns die k néchsten Nachbarn an
und entscheiden dann durch Mehrheitsentscheid, ob der
Passagier iiberlebt oder nicht.



Die wichtigen Entscheidungen bei KNN sind die Wahl
von k und die Wahl der Distanzfunktion. Typischerweise
wird hierbei die euklidische Distanz verwendet. Wichtig
dabei ist, dass die Daten standardisiert werden miissen.
Dieser Algorithmus ist nicht geeignet fiir hochdimension-
ale Daten.

In scikit-learn kénnen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.neighbors import

— KNeighborsClassifier

knn = KNeighborsClassifier(n_neighbors=5)
knn.fit(X_train, y_train)

y_pred = knn.predict(X_test)

Wenn wir die Entscheidungsgrenzen visualisieren wollen,
konnen wir das wie folgt tun

from sklearn.inspection import
DecisionBoundaryDisplay

disp =
DecisionBoundaryDisplay.from_estimator (knn,
X_train, response_method='predict')
disp.plot()

—

—

—

Ein weiterer Algorithmus sind Entscheidungsbdume. Hier-
bei wird die Datenmenge rekursiv in zwei Teile aufgeteilt,
basierend auf einem Feature und einem Schwellenwert.
Ein Vorteil so eines Entscheidungsbaumes ist es, dass erk-
larbar ist welche Entscheidungen getroffen wurden.

In scikit-learn kénnen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier
dt = DecisionTreeClassifier (max_depth=5,

— criterion='entropy', min_sample_leaf=10)
dt.fit(X_train, y_train)

y_pred = dt.predict(X_test)

5.2 Nicht-numerische Daten

Es stellt sich die Frage, wie wir mit nicht-numerischen
und fehlenden Daten umgehen. Fiir fehlende Daten ist
die einfachste Variante, die Zeilen oder Daten zu l6schen.
Dies kann jedoch zu Datenverlust und Bias fithren.

Eine Alternative ist es, die Daten durch einen sinnvollen
Wert zu ersetzen, zum Beispiel den Mittelwert, den Modus
oder den Median. Man kann das auch Modellbasiert
machen und mit einem ML Modell die Daten vorhersagen.

Ausserdem kann man eine Kategorie "Missing" hinzufii-
gen, um fehlende Daten zu kennzeichnen.

Um nicht-numerische Daten zu verarbeiten, kénnen wir
zum Beispiel Ordinalzahl Kodierung verwenden. Dabei
wird jeder Kategorie eine Eindeutige Zahl zugeordnet. Ein
Problem dabei ist, dass die ML-Modelle die Ordnung der
Zahlen interpretieren kénnen, obwohl es keine Ordnung
gibt.

Eine andere Moglichkeit ist die Zielvariablen Codierung.
Dabei wird jede Kategorie durch den Durchschnitt der
Zielvariablen fiir diese Kategorie ersetzt. Ein Problem
dabei ist, dass wir eine Unterscheidung verlieren kénnten,
da verschiedene Kategorien den gleichen Durchschnitt
haben konnen.

In Scikit-learn kénnen wir dies wie folgt umsetzen
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from sklearn.preprocessing import

— OrdinalEncoder

encoder = OrdinalEncoder()

X_encoded = encoder.fit_transform(X[['categori
cal_feature'l])

—

Eine Alternative ist die One-Hot-Kodierung, bei welcher
fiir jede Kategorie eine neue Spalte erstellt wird, welche 1
ist, wenn die Kategorie vorhanden ist, und 0 sonst. Dies
kann in scikit-learn wie folgt umgesetzt werden

from sklearn.preprocessing import OneHotEncoder
encoder = OneHotEncoder (drop='first',
sparse_output=False)

X_encoded = encoder.fit_transform(X[['categori
cal_feature']])

—

—

Das Problem von One-Hot-Kodierung ist, dass sie die An-
zahl der Features erhShen kann, was zu einem Problem
fiir ML-Modelle fithren kann, insbesondere bei vielen Kat-
egorien.

5.3 Clustering

Was konnen wir machen, wenn der Supervisor nicht
vorhanden ist? Konnen wir iiberhaupt etwas lernen?
Zwei typische Beispiele sind Dimensionalitétsreduktion
und Clustering. Wir wollen uns auf das Clustering
beschranken. Dazu wollen wir Punkte in Gruppen ein-
teilen, welche sich dhnlich sind. Dabei werden wir mit
Distanzen arbeiten, weshalb Standardisierung wichtig ist.

Konzeptionell wollen wir zu einer Menge von Punkten,
Mengen C4,...,C) finden sodass jeder Punkt in genau
einer Menge ist. Fiir ein moglichst gutes Clustering sollte
der Verlust klein sein. Eine Mégliche Verlustfunktion ist
das Bestrafen von Distanzen zwischen Punkten in demsel-
ben Cluster. Die Formel dafiir wére

1
= — Z d(xl,xj)
Gl et

W (Ck)

Dies ist ein diskretes Optimierungsproblem, weshalb wir
Gradientenabstieg nicht verwenden kénnen.

Verbessert wird dies durch den K-Means Algorithmus.
Dabei wihlen wir die Anzahl Clusters K und wihlen
zuféllig K Punkte als Clusterzentren. Nun wiederholen
wir so oft wie nétig die folgenden Schritte: 1. Weisen
wir jeden Punkt dem né#chsten Clusterzentrum zu. 2.
Berechnen wir die neuen Clusterzentren als Mittelwert
der Punkte in jedem Cluster.

Das Problem bei K-Means ist, dass es nicht garantiert
das globale Minimum findet, sondern nur ein lokales
Minimum. Es ist also wichtig, mehrere Initialisierun-
gen durchzufiihren und das beste Ergebnis zu wahlen. In
scikit-learn konnen wir dies wie folgt umsetzen

from sklearn.cluster import KMeans
kmeans = KMeans(n_clusters=3, n_init=10)
kmeans.fit (X)

labels = kmeans.labels_
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