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1 Einleitung

Ziele der Vorlesung sind das Verstdndnis der Grundbau-
steine der Natur und ihre grundlegenden Wechselwirkun-
gen. Dies beinhaltet Verstdndis der klassichen Mechanik
und Thermodynamik. Diese Kentnisse sollen eingesetzt
werden um physikalische Probleme mit mathematischen
Werkzeugen zu l6sen. Letztlich sollte eine gewisse Intuiti-
on fiir diese Themen entwickelt werden.

Die Vorgehensweise besteht darin, sich ein moglichst einfa-
ches Modell zu nehmen, welches die gesuchten Phanomene
beschreibt.

1.1 Physikalische Grossen

Physikalische Grossen bestehen aus Einheit und Zahl. Bei-
spielsweise ist eine Lénge | = 1 m eine physikalische Gros-
se. Die Einheit ist essentieller Bestandteil der Grosse. Sie
muss immer angegeben werden.

(" Definition 1.1: Grosse )
Eine Grosse kann geschrieben werden als Produkt ei-
ner Zahl und einer Einheit.

G ={G}-[Gl.
Hierbei ist {G} der Zahlenwert und [G] die Einheit.
. J

In der Vorlesung wird konsequent das SI-Einheitensystem
verwendet.

2 Kinematik des Massenpunktes

Wir idealisieren im Folgenden Korper als Massenpunkte.
Ein Massenpunkt ist ein Punkt, der eine endliche Masse
besitzt, aber keine Ausdehnung hat. Die Bewegung eines
Teilchens folgt einer geometrischen Bahn I'. Folglich l&sst
sich unser Massenpunkt durch einen Ortsvektor beschrei-
ben.

(" Definition 2.1: Ortsvektor

Der Ortsvektor 7(t) eines Massenpunktes ist der Vek-
tor der vom Ursprung des Koordinatensystems zum
Massenpunkt zeigt.

r(t) =x(t)é, +y(t)é, + z(t)é..
. J

Die Lange des Ortsvektors, r = |F] = /a2 + y? + 22, ist
der Abstand des Massenpunktes vom Ursprung. Die Rich-
tung des Ortsvektors ist gegeben durch den Einheitsvektor
e, = ; . Die Lange des Einheitsvektors ist immer 1.

Der VERSCHIEBUNGSVEKTOR Ar = 7(t2) — r(t1) be-
schreibt die Anderung des Ortsvektors zwischen den Zeit-
punkten t; und to. Im Gegensatz dazu ist der zuriickge-
legte Weg

As = [ Vi@ + (@ T @
T

Example 2.2: Kreis

Wir betrachten einen Kreis mit radius r. Auf dem
Kreis gilt:

T =TCosp

y=rsing

Und somit 7 = (T Cf)s S0)
7rsin

dr — 1 <— sin gpd(p) '
cos pdy

|d7] = r4/sin® ¢ + cos? pdp = rde.

Fiir die Weglédnge s um den Kreis gilt somit

2
5= / rdy = 2mr.
0

2.1 Geschwindigkeit
Auch die Geschwindigkeit ist ein Vektor.
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Die MITTLERE GESCHWINDIGKEIT < ¥ > ist definiert als

A7t + A = 7(1)
At At '

—

< U >=
Wenn wir nun den Grenzwert At — 0 betrachten, so er-
halten wir die MOMENTANE GESCHWINDIGKEIT ¥

dr

=,

(t) = Alirgo <U>= = 7(t).
Oder in Komponentenform
(t)
u(t) = | 9(t)
£(t)

2.2 Geradlinig gleichférmige Bewegung

Bei einer geradlinigen gleichférmigen Bewegung in der xz-
Ebene gilt

Vg Vg COS (¢
v(t)=10| = 0
Uy Vg sin a

Unter der annahme, dass der kérper am Ursprung startet,
also 7(0) = 0, gilt

t Vot cos «
F(t) = / syt = o
0

Vot sin o

2.3 Allgemeine Bewegung

valt) = %x(t), / va(#)dt = 2(t) — w(to).

to

Also ist

x(t) :x(t0)+/ v (¢)dt.

[ewrar = [ D) o = [ ) =t o).

Somit ist

2.4 Beschleunigung

at) = %17(75) = ().

Betrachten wir konstante Beschleunigung a. Sodass @(t) =
dop = konst. Dann gilt

o(t) = v + / a(t')dt' = o(to) + ao(t — to).

to

Entsprechend gilt fiir den Ortsvektor

7(t) = /t (')At = 7(to) + T(to)(t — to) + %d’o(t —tg)?.

Example 2.3: Der freie Fall

Die z-Achse zeige nach oben. Dann gilt fiir die Be-
schleunigung

0
ap=g=1| 0
-9
Zo Vg0 0
F(O) = Yo | » 17(0) = | Yyo =10
20 V20 0
Folglich ist
Lo
(t) = Yo
20 — %gt2

Example 2.4: Der schrage Wurf

0 Vg COS (x
r(0)=(0], ()= 0
20 Vo sin «
Also ist
Vot cos o
r(t) = 0

20 + votsina — %gt2

Gesucht ist z(x). Fir die Zeit t gilt

X
t=

Vg COS Qv

Somit ist

9 2
oot
2v§ cos? v

z2=2zy+tana-x —
2.5 Kreisbewegung

Wir verwenden Polarkoordinaten also sind wir in einer
ebene.
p(t) =r = konst..

Winkel ¢(t) = wt. Wobei w die Winkelgeschwindigkeit ist.

z(t) = rcos(wt + ¢g), y(t) = rsin(wt + ¢o).

Die Geschwindigkeit ist:

S ( sin(wt + ¢0)> .

cos(wt + ¢op)

Der Betrag der Geschingigkeit ist

[U(t)] = y/v2 + vl =rw.

Folglich gilt fiir w = konst. = v = konst.

Beschleunigung;:
a(t) = o(t) = —rw? (COS(“’“) S

Letzte Gleichung gilt fiir konstante Winkelbeschleuni-
gung. Man nennt diese Beschleunigung ZENTRIPETALBE-
SCHLEUNIGUNG.



Betrachten wir die Betriige: a(t) = rw? = 2,

Die Umlaufzeit T ist: T = 2.

Die Umlauffrequenz v ist v = % = 5=. Gibt an wie viele

Uml&ufe wir pro Zeit haben.
2.5.1 Die Winkelgeschwindigkeit als Vektor

Die Bahngeschwidigkeit v = wp. Hierbei wird p als Ab-
stand zur Drehachse bezeichnet. Dies da spéater auch va-
riable Radien betrachtet werden.

Winkelgeschwindigkeit:

v=w X p.

Abbildung 1: Vektorielle Darstellung der Winkelgeschwin-
digkeit

Mathematik:
Qg by ayb, — a.b,
axb=lay, | x|[by ]| =|aby —azb.
a, b, azby — ayb,

Fiir a x b x c gilt:

Theorem 2.5: BAC-CAB-Rule

ax (bxe)=ba-c)—c(a-b).

pxv=px(wxp)=w(p-p)-p(p w)=p> w Daher
ist

1
w:?(va).

Wir koénnen ein lokales Koordinatensystem wahlen, mit
den Vektoren e,, e,, e,. Es gilt:

e, =e, X e,

2.5.2 Winkelbeschleunigung

a=w=¢e.

r=r(5e).
sin ¢

Ortsvektor:

Fiir ein konstantes r gilt: Geschwindigkeit:

. . { —sin —sin
olt) = #0) = o ("o 7) = (0.

Beschleunigung:

alt) = b(t) = ré (‘Sm ‘P> +rg? (_ cos *0> .

cos ¢ —sing
Der erste Teil is parallel zur Geschwindigkeitsrichtung,
und wird mit a) bezeichnet. Der zweite Teil ist orthogonal

zur Geschwindigkeitsrichtung, und wird mit a; bezeich-
net.

Betrage:
lay| =7rd, lar|= T2,

lal :r\/¢4+¢2=r\/a2+w4.

2.5.3 Allgemeine Beschleunigung

Abbildung 2: Allgemeine Bewegung eines Massenpunktes

v(t) = v(t) - e (t).

Die Beschleunigung ist:
. d . .
a(t) =0(t) = a(v(t)e” (t)) = o(t)ey(t) +v(t)é)(t).
e||(t) ist ein Einheitsvektor, also gilt
1= ey ()|
1=¢ (t) - 6H(t)

0= Sler(®) ey(t)

0=2e(t) - ¢(t)

a(t) = a|(t) +ar(t)

a”(t) = ’l'}(t)eu(t) = @(t)eH
a(t)L(t) = v(t)e)(t)

Ableitung nach ¢

Skalarprod = 0 = vekt senkr

In Abb. 3 ist die Anderung des Einheitsvektors gegeben

durch 0, |d & ldt
a | |dt e .
dip = ST VD g .
v |e”\

Sei p(t) der MOMENTANE KRUMMUNGSRADIUS

v(t)

p(t)’

Foliglich gilt

ay(t) =v(t)é(t) = v(%eL).



< v

Abbildung 3: Ableitung des Einheitsvektors

1

(7 \

Abbildung 4: Kriimmung der Bahnkurve

Theorem 2.6:
v3(t)
a|(t)= e ().
1L(t) o) L(t)
Folglich ist
v3(t

a(t) = beH(t) + € (t)

p(t)

3 Dynamik des Massenpunktes

Nun geht es darum, wie eine Bahnkurve zustande kommt.
Zentrale Begriffe sind Impuls und Masse.

3.1 Die Masse

Wir machen ein Riickstossversuch. Sind die Massen mq

Feder Faden

[A [ B

reibungsireie Luftkissenbahn
VA UB
R L
b) ‘ ‘
reibungsfreie Luftkissenbahn

Abbildung 5: Riickstossversuch

und mg gleich gross, so gilt |v1] = |va|. Sind die Massen
unterschiedlich gross, so gilt

my|vi| = malva|.

Dies definiert die "trage Masse". Diese ist gleich der "schwe-
ren Masse", welche man mit einer normalen Waage messen
wiirde.

Fiir die schwere Masse wird stets Gravitation bendtigt
(statisches Experiment), wihrend die trige Masse eine Ge-
schwindigkeitsdnderung benotigt.

3.2 Der Impuls
Aus vorherigem Experiment folgt
mavgs = MpBUR.

Mit vektoren
mava +mpvg = 0.

Diese Gleichung nennt man die Impulserhaltung.

Definition 3.1: Impuls

Der Impuls p eines Massenpunktes ist definiert als

p = mo.

Diese Grosse ist eine Erhaltungsgrosse. Es gibt kein Ex-
periment, in dem der Gesamtimpuls nicht erhalten bleibt.

dpges

=0.
dt

3.3 Impulserhaltung

Sei p; der Impuls von Massenpunkt m;, mit Geschwin-
digkeit v;. Wenn wir viele Massenpunkte innerhalb eines
abgeschlossenen Systems haben, so gilt

DPtot = Zpi = Zmﬂlio
i i

oder
dpiot

dt
sofern keine externe Krafte wirken.

:O7

3.4 Das zweite Newton’sche Gesetz

Die zeitliche Anderung des Impulses bewirkt eine Kraft.

Example 3.2:

Betrachten wir einen Massenpunkt auf einer Kreis-
bahn, dann gilt

r(t) = rcos(wt)e, + rsin(wt)e,.
und
v(t) = —rwsin(wt)e, + rw cos(wt)e,.
Fiir den Impuls gilt somit
p(t) = mo(t) = —mrwsin(wt)e, + mrw cos(wt)e,,.

Der Betrag des Impulses ist konstant |p| = mrw.

Definition 3.3: Kraft

Die Kraft F ist definiert als die zeitliche Anderung
des Impulses
dp
F=—
dt
Warnung: Das ist keine Definition der Kraft, sondern
eine heuristische Beobachtung.




Im falle, dass die Masse konstant ist, gilt

d
F:md—:::ma.

In obigen Beispiel gilt somit
F(t) = —mrw?® cos(wt)e, — mrw? sin(wt)e,,

und zeigt entgegengesetzt der radialen Richtung.

Fir mehrere Krafte:

F:ZFZ-.

3.4.1 Kraftstoss

Wir definieren

te

te
/ pdt = Pe — Pa = Fextdt-
t

a ta

Was zahlt ist nicht wie stark die Kraft zu einem Zeitpunkt
ist, sondern wie gross das Integral iiber die Kraft ist.

F(t)

0

Abbildung 6: Kraftstoss

Schiessen wir eine Kugel auf eine Wand, gibt es mehre-
re Moglichkeiten. Nehmen wir an, wir haben eine wei-
che Wand, so dass die Kugel von der Wand aufgenommen
wird. Folglich wird der gesamte Impuls des Massenpunktes
auf die Wand tibertragen.

3.4.2 Kraft und Beschleunigung
I
Codt dt oAt

3.5 Erstes Newton’sches Gesetz

Wir gehen davon aus py,; = konst. = % = 0. Dies
impliziert
dv

m— = 0 = v = konst..
dt

Falls keine externe Kraft auf einen Massenpunkt wirkt, so
bewegt er sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit.

Ein System in welchem das erste Newton’sche Gesetz gilt,
heifit INERTIALSYSTEM.

3.6 Das 3. Newton’sche Gesetz

actio = reactio. Wir haben zwei korper, keine externen
Krifte.

Jede Kraft, welche Massenpunkt 1 auf Massenpunkt 2 aus-
iibt, fithrt zu einer umgekehrten Kraft, welche Massen-
punkt 2 auf Massenpunkt 1 ausiibt.

Fip = —Fy.
Dies kommt davon dass p:ot = p1 + p2 = konst. folglich
dpiot

_dp  dp2

p— :0
& @ Tw
Fio+F5; =0
Fiy = —Fy.

Example 3.4:

Eine Kugel welche auf einem Tisch liegt, wird von der
Erde angezogen. Die Kugel driickt mit der Gewichts-
kraft auf den Tisch. Dies fiihrt zu einer Normalkraft,
welche die Kugel wieder nach oben driickt, sodass die
Kugel auf dem Tisch liegen bleibt.

3.7 Impuls und Impulserhaltung
Wir haben eine Bahn mit zwei Kugeln mit my, mo und

v1, V2. Wir haben gelernt das pges = pfqes, also

p1+ P2 =)+
Api = —Aps
= Apl + Apg =0

Sei nun vo = 0 und m; = ms, dann folgt

Ist hingegen m; > mao, so folgt, dass v4 > 0. Ahnlich fiir
my < my folgt vh < vy und v] <0.
3.7.1 Raketenantrieb

Eine Rakete besitzt eine gewisse Massen und einen gewis-
sen Impuls.

Ausgestossenes
Gas

u Treibstoff + Rakete

Abbildung 7: Raketenantrieb

Sei v(t) die Geschwindigkeit der Rakete vom Beobachter.
Weiter sei u die Geschwindigkeit der ausgestossenen Gase
relativ zur Rakete. Diese ist konstant. Zuletzt sei M (t) die
Masse der Rakete welche abhéngig von der Zeit ist.



Impuls der Rakete:
p(t) = M(t)v(t)
p(t+dt) = (M —dm)(v + dv) + dm(v — u)
= Mv+ Mdv —vdm — dmdv + vdm — udm
= Mv+ Mdv —udm (da dmdv sehr klein)

Betrachten wir die Impulsdnderung wahrend dt:

0=p(t+dt) —p(t) = Mdv — udm
Mdv = udm
dv_  dm
a - ar
Fiir die Kraft folgt
dv dm
=Mt g = vy

Diese Kraft ist bemerkenswert konstant! Wir formen um
dv 1 dm
—_— =
dt M dt
Da die Rakete Treibstoff verliert, ist dM = —dm. Folglich
gilt

/

715_

At/ M) dt’
M) /
o(t) — v(to) = —u /MO M
= —u {ln Mo — m}
My
In & >1=v>u.
M() —m

3.8 Anwendung der Newton’schen Geset-
ze

3.8.1 Allgemeiner Ansatz
Korper auswahlen
alle Krafte auswéhlen, die wirken

Wahl eines Koordinatensystems

L s

Newton’sche Gesetze fiir alle Komponenten aufstel-
len

DGL l6sen

o

6. Anfangsbedingungen => Integrationskonstanten.

3.9 Kontaktkrafte

Kontaktkréfte sind Kréfte, welche ziehen oder driicken.

3.9.1 Korper aufeinander

Insgesamt haben wir 5 Krifte: Fiir Block A:
Foa+Ny=0.

Fiir Block B:
Fp+ Np+ Fap =0.

N A
Fa=Mag MAI,,
Ny
Fy = Mgg F ]}\{B
Y B

Abbildung 8: Koérper aufeinander

Zusammen gilt:

Mag+Ny=0

Mpg+ Np—Ns=0

Mpg+ N+ Msg=20

(Ma+ Mp)g+ Np=0
Np =—(My + Mg)g.

3.9.2 Ein hingendes Gewicht

Wir schreiben die Newtonschen Gleichungen fiir ein stati-
sches System auf. Folglich gilt

I
> F,=0.
Wenn wir die Krafte auf das Gewicht betrachten, so gilt

FA,x"_FB,:v:O
FA7y+FB7y*Mg:0

Fiir die Winkel 30 und 45 Grad gilt

3 2
Ve V20 g
2 2
1 2
Lo e Ve g,
2 2
Somit gilt:
2Mg \/§
Fa = Fp=1/2F4.
A 1+ \/g B 9 A

3.9.3 Federkraft

Die Federkraft ist gegeben durch
F = k(z — x9).

Hierbei ist xg die Ruheposition der Feder und k die FE-
DERKONSTANTE.

Wenn die Feder ausgelenkt wird, so wirkt die Federkraft
der Auslenkung entgegen.

mi = —k(x — x9)
. dZ(t k
mi = —k¢& dtg ) = —Ef(t).

Eine Losung ist

&(t) = Asin(wt) + B cos(wt).



Daraus folgt

&) = () > w = |/~

m
Die Randbedingungen sind z(0) = z; und #(0) = 0.

B und somit
Buw sin(wt)

Somit folgt * = g + Asin(0) + Bcos(0) =
B = x1 —x¢. Ahnlich folgt #(t) = Aw cos(wt) —
und somit A = 0.

Die Losung ist somit z(t) = x¢ + (z1 — xo) cos(wt).

3.9.4 Reibungskraft

Die Haftreibung ist gegeben durch Fr < poFn. Die Kraft
F ist die Normalkraft.

Example 3.5: Schiefe Ebene

Auf der schiefen Ebene wirkt die Gewichtskraft M g.
Weiter existiert eine Normalkraft Fly, senkrecht auf
die Ebene, und eine Reibungskraft Fr, welche der
Bewegung entgegen wirkt. Wir berechnen den Winkel
bei welchem die Masse zu rutschen beginnt.

Fysin(¢) =0
—Mg=0

Horizontal: F cos(¢) —
Vertikal: Fyy cos(¢) + Fgsin(¢)

Wir kdnnen die erste Gleichung betrachten und fin-
den

F
7y = tan(@) < po.
Die Gleitreibung ist Fr = uFy

3.10 Bremsweg auf nasser Strasse
Wir nehmen an, dass Fr = — .
Schreiben wir die Newton’schen Gleichungen auf:
mi = —xx.
Nennen wir a = %, so folgt
m
v+ av=0.

Dank separieren der Variablen folgt

1
/fdvz—/adt.
v

v(t) = vge~tt0),
Wenn wir weiter tg = 0 setzen, so folgt

v(t) = voe~ .

Weiteres integrieren liefert

t ¢
z(t) = / v(t)dt' = vo/ e dt =
0 0

3.11 Kraftfelder

Wir betrachten eine statische Kraft F'(r) ohne Zeitabhén-
gigkeit.

Vo —at
—(1— .
01— o)

3.11.1 Coulombkraft

Lueg mini Elektro Notzie, die sind besser :) (Coulomb,
E-Feld...)

3.11.2 Gravitationskraft
mM
r2

Fg(r)=-G 7.

Wir kénnen das Gravitationsfeld definieren als

F(;<’l") M N
= —"=-G—57.
g(r)=—1 o
Von Newton wissen wir, dass
M
ma,, = —GNmTr
r

Wir kéonnen dies umformen zu

M
A = _GNT'TT = g(?")

Gemiéss Newton 3 gilt auch F;,, = —F);. Wir merken, dass

ans m
= — <K 1.
a,, M

Auf der Erdoberfliche gilt

2h

g(1——=—).

g(h) ~ Tir

Wenn sich ein Kérper in Ruhe befindet, so ist a = 0 und
somit sumF; = Fg + Fn = 0. Folglich gilt

Fy =—Fg.

Example 3.6: Aufzug
a) Aufzug fahrt los mit Beschleunigung a.

—mg + Fny = magy

= Fy =m(g+aa) > mg.

b) Aufzug bewegt sich mit konstanter Geschwindig-
keit.

—mg+ Fny =0
= Fny =mg.

¢) Aufzug wird gebremst, = a4 < 0.

Fy =m(g+aa) < mg.



Example 3.7: Raumschiff

Eine Astronatin befindet sich in einem Raumschiff,
welches um die Erde kreist.

maas =mag+ Fn
mgrar = mgrg — Fy

(ma 4+ mpg)g = maas + mgag.

Bezugssystem: alle Beschleunigungen betrachtet von
der Erde aus.

Unter der Annahme, Raumschiff + Astronautin be-
wegen sich zusammen folgt:

ar=as=a

maa =mag = mag + Fy = Fy = 0.

Auf einer kreisférmigen Umlaufbahn gilt

2

AR = apA = —.
r

Schwerelosigkeit heisst also, dass keine Normalkraft wirkt.

Example 3.8: Erdrotation

Fg+ Fy = Fzp.

mov? |

Fzp =magzp = — s

r = Rgcos(¢) = v = 271'%.

%onaMmq@g.

Am Nordpol herrscht somit keine Zentripetalkraft,
am Aquator azp = 0.034%.

=

w(

Fy

Erde

Abbildung 9: Erdrotation

Komponentenweise gilt

Fna gcos(¢) —azp
0 =m 0
Fn. gsin(e)

a a
x| = mgy 1~ 2% con() + (“20)2

~mg(l — CLZTP cos(¢)).

3.12 Beschleunigte Bezugssysteme

Wir betrachten ein Koordinatensystem mit z,y und z-
Richtung und einheitsvektoren €, &, €. Ein Zweites Be-
zugssystem K’ hat den Ursprung bei R(¢) in K, und ro-
tiert potentiell mit der Winkelgeschwindigkeit w(t). Um
den Ursprung von K’

Folglich ist
1 !/ !/
r=ve,tye, +ze,
!l e N N
v =re,tye, +ze;

YN N ol )
a =re,+ye +ze,.

3.12.1 Geschwindigkeit
Wir schreiben » = R + . Folglich gilt

o(t) =7 =R+
Interessant ist 7. Wir schreiben

d
-/ ! 57 ! 57 157
7 —a(xew+yey+zez)
s 5l 2 1 Al 29 N 150
=rve,tre,tye +ye +ze, +ze;
! AL o) At BN ./ ./ ./
=r'e, +ye,+ze, +xe, +ye, +ze,

=v +u.

Wie wir bereits hergleitet haben, gilt
eH =w X EH.
Folglich gilt fiir w:
u=ua'é, +y'é, + 7€

=1'(wxe,)+y'(wxey)+ 2 (wxe))

=w x (2'e} +y'e, + 2'€))

=wxr.
Folglich ist

v=V4+ov +wxr.

Wobei V = R.

3.12.2 Beschleunigung

Gleiche Aktion wie vorher
a=0=V+9 +wxr.

Wobei wir annehmen, dass w zeitlich konstant ist.
Wir berechnen v':
oood /
v :a(meeryeerzeerwxr)
=i'e, +i'€, +ije, +yé, +7e + e +wxi

=a +wxv.



Fiir den letzten Term gilt
wx P =wx (vV+wxr)
=wxv +wx (wx7r).
Insgesamt gilt somit
a=a +A+2wxv +wx(wxr).

Wobei A =V die Beschleunigung des Ursprungs von K’
in K ist.

Zusammenfassend:
e A: Beschleunigung von O’ beziiglich O.
e a’: Beschleunigung von m in K’.
e a. = —2w x v': Rotation von K’, CORIOLISBE-
SCHLEUNIGUNG.

e azp = w X (wx7'): Rotation von K’, ZENTRI-

PETALBESCHLEUNIGUNG.

3.12.3 Scheinkrifte

In einem Inertialsystem gilt F' = ma. In einem rotierenden
Koordinatensystem gilt dann, unter der Annahme, dass
die Masse nicht Koordinatensystemabhéangig ist:
F =m-a.
Sinnvollerweise soll F/ = F = ma gelten. Folglich gilt
ma=m(a +A+2wxv +wx(wxr))
ma' = F' + (—mA) + (—2mw x v') + (—mw x (w x 7))
=F'+ Fr+ Fc + Fyzp.
Weiter folgt:
a = 0= v’ = const.

Es kann also Krafte geben, obwohl sich das Teilchen im
System nicht bewegt.

3.12.4 ”Echte” Krifte und Beschleunigungen

Wir bezeichnen ECHTE KRAFTE als Kréfte, welche unab-
héngig vom Bezugssystem sind.

Im Inertialsystem gilt a. = a. Im beschleunigten System
gilt

ZE =ma —mar —mac — mazr.
Als Beispiel dazu, betrachten wir einen fallenden Aufzug.

In ihm ist v’ = 0. Die echten Kréifte sind Fg = mg. Das
system beschleunigt mit A = g. folglich gilt

F,=mg=ma + mA = a' =0.

3.12.5 Corioliseffekt auf der Erde

Fiir die Coriolisbeschleunigung gilt
F
—C:acz—wav:%Jwa.
m

Dies wollen wir nun auf das Focault Pendel anwenden.
ac =20 X (wy +w)) =20 Xw,.
Folglich gilt
lac| = 2w, v" = 2v'wsin(g).

Die Coriolisbeschleunigung zeigt hierbei in Richtung der
Erdrotation. Wir bezeichnen mit Az’ die Verscheibung pro
Pendelschwingung.

4 Arbeit und Energie

4.1 Vektoranalysis

Ein SKALARFELD ist eine Funktion U : R3 — R. Diese
Funktion kann man nach x,y, z ableiten.

Ein VEKTORFELD ist eine Funktion F' : R?> — R3. Man
kann den NABLA-OPERATOR V definieren als
0
ox
— | 2
V= oy
0
0z
Nun definieren wir den GRADIENTEN eines Skalarfeldes als
U
ox
_ (o104
VU = By
U
Oz
Der Gradient zeigt in Richtung des stiarksten Anstiegs von
U. Die Grosse des Gradienten ist die Steigung in diese
Richtung.

Die DIVERGENZ ist V - v und ist definiert als

_ Ov, % Ov,

Vious Ox + Oy + 0z

Das Ergebnis ist ein Skalarfeld.

Die ROTATION ist V x v und ist definiert als

0 0
a—yvz — &Uy

— | 2y, -2
VXv=| 5;Vs— 5,0z

o
%Uy — afyvm

(" Theorem 4.1: Satz von Gauss )
/// V- -vdV = v-dA.
v ov
J
(" Theorem 4.2: Satz von Stokes )
//va'dA: v-ds.
A A
N\ J




Example 4.3:

Annahme: v(r) = A - r Kugel:

//avv-dA:// V-vdV
—Ar//anA

=47R3A

Ahnlich kénnen wir die Divergenz berechnen:

8(1 (Az) + 2(Ay) + 2(Az)

V-v= By 9
= 3A.

Integrieren wir dies iiber das Volumen der Kugel, so
erhalten wir

//Vv-vdV:?)A//vdV

AT R3
=34
3
=47 R3A.

Example 4.4:

Sei u(r) = 4e,. Das selbe wie vorher, wir betrachten
erneut eine Kugel.
ov R?

# u-dA =
v
A

" R?
=47A.

A
—e,dA

dA

Fiir die Divergenz berechnen wir

V.u_8u$+%+8uz
or 0z
z
<8xr3 y+§zr3)
:A<3 7“2)

Wir wissen dass V - u = 476 (7).
Folglich gilt

,ﬂ;V4MVZA[aAm”ﬂdV
:47TA//V5(7')dV

=47 A.

4.2 Arbeit, Leistung

Gegeben sei ein Massenpunkt m auf den eine Kraft F'
wirkt.

(" Definition 4.5: Arbeit

Die ARBEIT die von der Kraft F' entlang eines Weges
C verrichtet wird ist

7ro ()
W:/ F -ds
r1(T)

\. J

Wir konnen die Arbeit dW auch schreiben als

dW = F -ds = Fjjds = F cos(a)ds.

Example 4.6: gleichformige Kreisbewegung

Es wirkt die Zentripetalkraft F = —m%er. Das ds
ist gegeben durch ds = vdt L F'. Folglich gilt

W=F.ds=0.

4.2.1 Leistung
Die Leistung ist definiert als

Definition 4.7: Leistung
Die Leistung ist die Arbeit pro Zeit

aw
P:7:F..
at v

4.3 Kinetische Energie

Unter Annahme, dass die Masse konstant ist, gilt
o to
W = / Fdr—m/ —dr=m v - vdt.
t1

Folglich gilt

v2
W:m/ v-dv=
V1

Dies motiviert die folgende Definition:

—vy — 7.

m o M o
22 9

m
5(”5 - 'U%) =

Definition 4.8: Kinetische Energie

Die KINETISCHE ENERGIE eines Massenpunktes ist
definiert als

Folglich gilt fiir die Arbeit

W = T('UQ) - T(’Ul) = AT.
4.4 Potentielle Energie und konservative

Krafte

Gegeben sei F(r) ein Kraftfeld. Gibt es ein U(r) so dass
F(r) = —VU(r), so nennen wir F' eine KONSERVATIVE
KRAFT und U das zugehorige POTENTIAL.

Fiir die Arbeit gilt dann

W = / Fdr—/ VU -dr =U(r1) —U(ry) = —AU.

10



Folglich ist die geleistete Arbeit unabhéngig vom Weg, nur
die Anfangs- und Endpunkte zéhlen.

Die Wegunabhéngigkeit der Arbeit in einem Kraftfeld ist
gegeben durch

yﬁczr.dfr»:—yg(VU)-drz—/[‘(vXVU)-dAzo.

Im allgemeinen gilt fiir ein ein Skalarfeld folgendes:

Theorem 4.9:
Fiir jedes Skalarfeld U(r) gilt

V x VU = 0.

Bemerkung: Wenn U ein Potential von F' ist, so gilt, dass
U + const auch ein Potential fiir F.

Foglich ist U abhéngig von der Wahl des Nullpunkts.

(" Definition 4.10: Potentielle Energie

Die POTENTIELLE ENERGIE eines Massenpunktes in
einem konservativen Kraftfeld ist definiert als

Ulr)=— /r: F(r')-dr'.

Wobei ¢ der Nullpunkt der potentiellen Energie ist.

.

Die geleistete Arbeit ist somit

W =-AU.

Fiir die potentielle Energie des Zentralfeldes gilt

(" Theorem 4.11: Gravitationspotential

Das Gravitationspotential eines Massenpunktes M
ist

M
U(r) —GmT + U

Wobei G die Gravitationskonstante ist.

Uy wird so gewéhlt, dass U(r — oo) = 0. Folglich ist
Up =0.
.

Wenn wir die Kraft berechnen, so gilt

mM

—e,.
r2

F=-VU=-GmMV <i) =-G

Wann ist ein Kraftfeld konservativ?

(" Theorem 4.12:

Ein Kraftfeld F(r) ist konservativ, wenn eine der fol-
genden adquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

e JU(r): F(r)=-VU(r)
. 950 F - dr = 0 fiir jeden geschlossenen Weg C'.

e V x F =0 in einem einfach zusammenhé&ngen-
den Gebiet.

11

4.5 Energieerhaltung

Wir kombinieren die Arbeit- und Energiebegriffe fiir po-
tentielle und kinetische Energie:
1

W =—-muv

1
3 2 mv? =U(ry) — Ul(ry).

275

Anders geschrieben:

1 1
imfuf +U(r) = imvg + U(r2) = Eges.

Wenn ein Massepunkt ruht, dann wirkt auf ihn keine re-
sultierende Kraft. Folglich ist die potentielle Energie an
diesem Punkt extremal.

Fiir ein system, welches beschrieben wird durch

F(r,t) =~f(r.t),

wird f als SPEZIFISCHE KRAFT bezeichnet. Das dazugeho-
rige Potential wird als SPEZIFISCHES POTENTIAL bezeich-
net:

U(r,t) =~V (r,t).

Falls in einem System konservative Kréfte Fx und nicht-
konservative Krifte Fyx wirken, so gilt

) T2
W:/ FK~d’I‘+/ Fnyg-dr=T, 1T .
T1 T1

———
=—AU

Folglich ist der Energieverlust durch nicht-konservative
Kréfte

/ FNK-dTZAT—FAU:AEgeS.

4.6 Beispiel: Eindimensionaler Stoss

Gegeben sind zwei Massenpunkte m; und mo mit vy und
v9 = 0. Wir betrachten einen elastischen Stoss.

U1

mi ma

Abbildung 10: Vor dem Stoss
Diese Situation wird durch Impuls- und Energieerhaltung
beschrieben:

miv1 = m1v] +mavy  (Impulserhaltung)

1 1 1
Emlvf = §m1vf + imgvg (Energieerhaltung).
Lésen der Gleichungen liefert
’U/ _ 2v1m2m1 _ 2’()1 1
27 mymg + m3 1+ m2
Und Ahnlich
/ mip —mso
v = v ——.
mi + mo

Im Spezialfall m; = my folgt v5 = v; und v} = 0.



5 Drehbewegungen

Wir haben einen Massenpunkt m auf einer Kreisbahn mit
Radius r und tangentialer Geschwindigkeit v.

Abbildung 11: Massenpunkt auf Kreisbahn

5.1 Drehimpuls

Wir definieren den DREHIMPULS L als

Definition 5.1:

Der DREHIMPULS eines Massenpunktes ist definiert
als
L=7rxp=m(rxv).

Die zetliche Ableitung des Drehimpulses ist die Frage nach
einer Erhaltungsgrosse.

. d
I =—

dt(rxp):i'xp+r><p

vm ) 1
=—Xp+rxp=—pxXp+r x F
m M N~
=0
=r x F.

Diese neue grosse definieren wir als DREHMOMENT:

Definition 5.2: Drehmoment
Das DREHMOMENT ist definiert als

M =7r x F.

5.1.1 Drehimpuls bei Kreisbewegung

Wir wissen, dass v = w x r. Folglich gilt

L=mrxv=mrx(wxr)
=m(w(r-r)—r(r- w))

=mr’w (dar Lw).

5.1.2 Geometrische Interpretation der Drehim-
pulserhaltung

Wir fragen uns welche Fliache der Vektor L beschreibt.
1 1
dA = 5(1" X (r+dr)) = 5(1" x dr)
1 1

Folglich gilt A = ;L.
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Physikalisch sind Drehmoment und Drehimpuls AXIALE
VEKTOREN, d.h. sie &ndern ihr Vorzeichen nicht bei Spie-
gelung des Koordinatensystems am Ursprung.

5.2 Energie bei Drehbewegungen

Wir betrachten wieder einen Massenpunkt m auf einer
Kreisbahn mit Radius r und tangentialer Geschwindigkeit

v. Es gilt

1
T=—-mv
2

Fiir den Drehimpuls gilt

1
= —mriw?.

2

2

2

L=rp=rmv=wmr”.

Folglich kénnen wir die kinetische Energie auch schreiben
als
L2
C2mr?’
Die Grosse mr? wird als TRAGHEITSMOMENT bezeichnet
und wird spéater eine wichtige Rolle spielen.



6 Vielteilchensysteme

Gegeben sei ein System von N Massenpunkten mit Massen
m; und Positionen r;. Fiir m;#*; = >°, , Fi + Ff™

Summieren wir iiber alle Teilchen:

N
T D IES S
i=1

i=1 k#i
H/—/
Fext

Durch Actio = Reactio gilt Fj, =

sich die inneren Kréifte auf:
£ (S

i

(e

i=

—F};, folglich heben

cxt

Die Gesamtmasse ist myot = 1 M.

Es gilt also

d2

Fex = T
tTde?

Wir definieren den SCHWERPUNKT als

Yo maT

~ )
D1 M

Die Bewegungsgleichung fiir den Schwerpunkt lautet also

rs =

MtotTs = Fext-

6.1 Labor- und Schwerpunktsystem

Das SCHWERPUNKTSYSTEM ist definiert als das Koordi-
natensystem, in dem der Schwerpunkt ruht, also rg = 0.

. _ *
Es sei nun r; = rg + ;.

Es gilt:

Fiir das Drehmoment durch die Schwerkraft gilt:

ZM Z’I" XFz)

= (Zmﬂ"f) xg=0.
i=1

6.2 Linear- und Drehbewegung

Fiir die Geschwindigkeit eines Massenpunktes im Labor-
system gilt:

v, =7, =715 +7 =vs+v].
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Im Laborsystem gilt fiir den Impuls:
p; = m;v; = m;(vs +v}) = mivs + p;.

Wir haben gelernt dass

Ableiten nach der Zeit liefert

Zm, sz—O

Fiir die Energie im Laborsystem gilt:

N
1 p?
T2,
N
— i *)2
Soghinesen
:zN: 1 (m2v% 4 2mvs - P} + pr2)
g 2ma i YS U % )
al P
SDILEED ST RROD 9
- H/—/
=0
N *2
p; 1 .
:Z2m +2mt0t’l}S—T +TS

=1

Fiir den Drehimpuls im Laborsystem gilt:

>

1

L=) rixp;

<.

M=

(rs +rf) x (mvs + p;)

<.
=

M) =

(rs X myvs +7rgs X pi + 77 X myvs + 7, X p})

<.
=

N N
=Tg X MetVs + Ts X g pi+ g m;r; | Xvg
i=1 i=1
—_———

=0 =0

N
+Y i xp;
i=1

=17rg X Miotvg + L*
=Lg+ L*.

Dabei wird L* als EIGENDREHIMPULS oder SPIN bezeich-
net und Lg als BAHNDREHIMPULS.

Betrachten wir das Drehmoment der interagierenden Teil-
chen. Aufgrund Actio = Reactio folgt, dass dieses Null ist.
Es folgt der folgende Satz

Theorem 6.1: Drallsatz
Fiir ein Beliebiges System gilt:

d
&L Mext




Fiir die Giiltigkeit des Drallsatzes muss L und M,y be-
ziiglich des gleichen Punktes O.

6.3 Erhaltungssatze fiir N-Teilchen Syste-
me

Wir beginnen mit dem Schwerpunktsatz:

dps Z Foxt = Foxt-

Fiir den Impulssatz folgt:

dat
Ny No
> pi=) pi
Fiir den Drehimpulssatz folgt: Drehmomente, welche von
internen Kréfte hervorgerufen wurden, heben sich auf.

Es folgt: )
L = M.

Der mechanische Energiesatz lautet besagt, dass die ge-
samte mechanische Energie erhalten bleibt.

N
1
Eiot =T+ Uppg +Uext = Z §mivi2 + Uing + Uexy = konst.

=1
6.4 Zweiteilchensystem

Als erstes wollen wir uns den Ortsvektor im Schwerpunkt-
system anschauen. Fiir den Ortsvektor des Schwerpunkts
gilt:
miry + mory
r¢e = —m.
mi + mo
Folglich gilt fiir Teilchen 1 im Schwerpunktsystem:

mirTy+mare Mg

ri=ri—rsg=r; — e m1+m2(r17r2).
Analog gilt fiir Teilchen 2:
* mi
Ty =79 —Tg = fm(rl — 7).
Im Spezialfall m; = mq gilt also ] = —r;3.

Fiir die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem gilt:

mo .
v = ——— 2.
mi1 + Mo ~~
V12
* my
vy = ————— V2.
mi + mo
Fiir den Impuls im Schwerpunktsystem gilt somit:
. «_  Mmimy
P =mivy = —V12
mq + meo
* * mims
Py = MUy = ————V12.
my + ma

Zur vereinfachten Notation definieren wir die REDUZIERTE
MASSE

(" Definition 6.2: Reduzierte Masse )
Die REDUZIERTE MASSE ist definiert als
mimso
mi + mo '
Somit gilt auch
11 1
1% mq mao
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6.5 Vom Labor ins Schwerpunktsystem

Das Schwerteilchensystem ist wesentlich einfacher zu be-
handeln als das Laborsystem. Fiir die Relative Geschwin-
digkeit gilt:

Vi2 = V1 — V2 =p1/m1 —Pz/mz-

Somit gilt fiir den Impuls im Schwerpunktsystem:

* D1 D2
i (2~ 22)
mq mo
* D1 P2
Py = —f12 = ( - ) :
mq mao

Wir kénnen nun die Bewegungsgleichungen im Schwer-
punktsystem aufstellen.

ml'v'l = F12
m21j2 = F21 = —F12
d

1
(v1 —v2) = —Fio
dt ,u

po12 = Fio.

Wir haben also mathematisch eine Bewegungsgleichung
fiir ein Teilchen mit Masse pu.

6.6 Beispiele

Ein klassisches Beispiel ist das Mond-Erde System. Sei R
der Abstand zwischen Erde und Mond. Dann gilt fiir den
Schwerpunkt:

METE +MMTM

rs =
mpg + mpy

Und wir finden fiir die Positionen im Schwerpunktsystem:

mpr
rg = ——
mpg + mpy

mpg
rrM = ——
mg + muys

6.7 Teilchenstosse

Wir errinnern uns an den zentralen zweiteilchenstoss. Folg-
lich findet die Bewegung in einer Dimension statt. Seien
die Geschwindigkeiten vor dem Stoss v; und nach dem
Stoss u;.

V; Ujg
v; = 0 s u; = 0
0 0

Aus Impuls und Energieerhaltung folgt:

miv1 + 0 = myuy + mous  (Impulserhaltung)
1 1
§m11)f +0= imlu% + §m2u§ (Energieerhaltung).
Lésen der Gleichungen liefert
mi1 — Mo
U = ——u;
mi + mo
2m1
Uy = ———— 0.
2= it



Betrachten wir nun einen allgemeinen 2-Teilchen Stoss.
Hierbei unterscheidet man zwischen zwei Dingen, der Ki-
nematik und der Dynamik. Wir betrachten dabei den Sto-
ss im Schwerpunktsystem.

Der kinematische Teil beschéftigt sich damit, den Impuls
und die Energie abhéngig vom Winkel zu bestimmen.

Ohne Spin (= Magnetisches Moment) der Teilchen, findet
der gesamte Stossprozess in einer Ebene statt. Folglich ge-
niigt ein Streuwinkel 6.

Die Dynamik beschiiftigt sich damit, wie viele Streuer-
eignisse pro Winkel auftreten. Dies wird mit einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung %. Wobei

dr
—dp=1.
/dp P

Wir wollen uns nun mit den kinematischen Aspekten be-
schéftigen. Es muss gelten:

P +Pp3; =Pp3 + Dy
Ef + E} = E} + E}.

Mogliche weitere interne Prozesse beschreiben wir mit @,
der WARMETONUNG. Folglich wird die Energieerhaltung
zZu

Ef+E;=FE;+E; —Q.
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7 Gravitationstheorie

7.1 Newtonsche Gravitationstheorie
Wir haben bereits gesehen, dass das Gravitationspotential
gegeben ist durch

mims

U(r)=-G

r
Das dazugehérige Kraftfeld ist

mima
2

.

F(r)=-VU(r) = -G

r

7.2 Himmelsmechanik

Wir haben fiir den Schwerpunkt:

mr + MR
m+M

Ableiten nach der Zeit zeigt, dass der Schwerpunkt sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Folglich betrach-
ten wir die Bewegung im Schwerpunktsystem. Weiter neh-
men wir an, dass keine externen Kréafte und Drehmomente
wirken.

Wir treffen des weiteren die Annahme, dass M > m und
U >> var(Sonne-Erde System).

Wir wollen nun zeigen, dass die Bahnkurve eine Ellipse
ist.

In unserem System gilt Drehimpulserhaltung da kein ex-
ternes Drehmoment wirkt.

Li,; = r x mv = konst.

Dies bedeutet, dass alles auf eine Ebene Senkrecht zu Ly
stattfindet. Wie wir bereits gesehen haben, gilt

1 1
dA = 5(']" X d'l") = %Ltotdt.

Folglich ist die Flachengeschwindigkeit A konstant. Dies
ist das zweite Keplersche Gesetz.

Theorem 7.1: Zweites Keplersches Gesetz

Der Fahrstrahl des Planeten iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fléachen.

Die Bewegungsgleichung benotigt zuerst zwei Koordina-
ten.

x =rcosp = r(t)cosp(t)

y =rsing = r(t) sin p(t).
Fiir die Geschwindigkeit v gilt:

U2

— 3% 4P
= (7 cos p — rsinp)? + (7sin @ + 7 cos pp)?

=72+ r?g%



Wir haben weiter den Energieerhaltungssatz:

1 M
E=-mv?— GNm— = konst
2 r
1 M
= 5m (2 +1%6%) — Gy
1, L? mM
= im(r + m2r2) — GNT

Ziel ist es nun, r(¢) zu bestimmen. Wir fiithren dazu fol-
gende Abkiirzungen ein:
mM
2F

2EL?
G3 M?m3
Losen nach 7 liefert:

Gn
a

a=-Gyn (Lange)

2 =1+ (Dimensionslos).

7’“:

M1
—y/a%e? — (r —a)?.
,

Diese Differentialgleichung 16sen wir durch Trennung der
Variablen:

/ rdr _ /GNM/dL‘z /GNMZH—C'.
a’e? — (r —a)? a a

Wir verwenden die folgenden Substitution:

r=a(l —ecosa)
dr = ae sin ada.

Das Integral auf der linken Seite wird zu:

/a(l —ecosa)da
Folglich gilt:

ala —esina) + C.

GNM
a—esina = N3 t+C = p.
a
Gehen wir nun zurtick zum Drehimpulssatz, ¢ = er z. Wir

schreiben

dp dypda L

At dadt  ma(1 —ecosa)?
Lo L

da ma?(l —ecosa)? da

V1—g?
1—ecosa’
Losen dieser Differentialgleichung liefert:
cosa — ¢
cosp = ———.
1 —ccosa
Kombinieren dieser Gleichung mit derjenigen fiir r(a) lie-
fert die Bahnkurve:
a(l —€?) p
r(p) = = :
l4+ecosp 14 ¢ecos

Wobei p i= a(1 — £2)

Diese Bahnkurve beschreibt eine Ellipse fiir 0 < ¢ < 1,
einen Parabelast fiir ¢ = 1 und eine Hyperbel fiir £ > 1.

Wir folgern:

Theorem 7.2: Erste Keplersche Gesetz

Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren ei-
nem Brennpunkt die Sonne steht.
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7.3 Das effektive Gravitationspotential

Wir errinnern uns dass fiir die Energie gilt:

Wenn wir am Minimum des effektiven Potentials sind, be-
findet sich der Korper auf einer Kreisbahn. Ist die Energie
grofer als das Minimum, aber kleiner als Null, so befindet
sich der Korper auf einer elliptischen Bahn. Ansonsten ist
die Bahn offen (Parabel oder Hyperbel).

Das Minimum der potentiellen Energie liegt bei rp;,. Es
gilt:

A B L
B =24 B it A Gymat, B = £
r r m
gt 2B I

ar =07 = S Gl

Fiir die totale Energie am Minimum E(r = ryi,) gilt:

1 . o
Enin §m7’2 + Epﬂ(rmin)

A GEmPM?

=018~ T 2z

Wir errinnern uns, dass

2F L2

2
—
c + G’?VM2m3

Setzen wir F = Fin, so erhalten wir:
e2=1-1=0.

Folglich befinden wir uns effektiv auf einer Kreisbahn.

7.4 Gravitationsfeld ausgedehnter Kor-
per

Wir betrachten zunéchst eine Kugelschale mit Radius R
und breite dR. Wir machen zunéchst einige Symmetrie-
iiberlegungen. Die Massendichte der Schale ist gegeben

durch

dM Fonst

—— = konst.

dv

Aufgrund der Kugelsymmetrie arbeiten wir in Kugelkoor-

dinaten. Es gilt:

p:

T = 7sinf cos ¢
y =rsinfsinp

z=rcosb.

Wir koénnen also schreiben dV = r2drdepd cos 6. Folglich
gilt fiir das Gravitationsfeld:

T—a

d’g = GydPm—.
r—af

Wobei r gegeben ist als:

rsin @ cos
rsinfsin g
rcosf

r= . |r—al =V/r?+ a2 — 2ar cosf.



Definieren wir nun, { = £ < 1, so gilt:
|r —a|=ry/1—28cosf + £2.

Das Feld des Massenelements d®m am Ort a ist gegeben
durch:

3 Gy p(dcosfdrdy) sin 6 cos ¢
dg=7(1—25c059+§2)3/2 sin # sin ¢
cosf — ¢

Integrieren wir nun iiber ¢ von 0 bis 27, so verschwinden
die = und y Komponenten aufgrund der Symmetrie.

0
2md cos Odr
d2g = GN 0
(1 —2¢cos b + £2)3/2 cos— ¢
Integration iiber # von —1 bis 1 liefert:
1
cosf — ¢
dg. = 2mpGpnd dcos@.
g ™ Nr/1(1—25c059+§2)3/2 cos

Wir substituieren u = /1 — 2£ cos 0 + £2. Folglich gilt

d 0 d

duzg cos édcos@zﬂ.
u 3

Schlussendlich ist cos = 1+5225_“2.

Das Integral wird zu:

1*517627,“2

267 du

dg, = 727rpGNdr/
14+¢

1+£ 1 — £2
= mpG ~ dr 3
2 2
3 1—¢ u

1— 2 1+¢
[ ¢ + u} dr
u 1-¢

— 1du

B oG N
= _ =

=0.

Betrachten wir nun das Feld ausserhalb der homogenen
Kugelschale. Also der Fall £ > 1. Ausrechnen liefert

dM

4
AP 4y =

52

Dieser Ausdruck ist unabhdngig von r, solange a > r.

dgz =

Das Feld einer massiven Kugel mit homogener Massenver-
teilung ist also

2
G T

= T—;V 47" pdr!
4

iYe’
g PNT

Dies gilt allerdings nur fiir » < R. Fiir r > R gilt:

M
g(r) = —GNT—Q.

Betrachten wir nun einen Galaxiestern. Dazu betrachten
wir eine Galaxie welche eine flache Scheibe mit homogener

Abbildung 12: Gravitationsfeld einer homogenen Kugel

Flachendichte o ist. Unsere Annahme ist, dass im Galaxie-
kern die Kraft Fg = Gn ";2—];\{[7" Weiter ist die Zentripetal-

kraft F'y = mg. Fir eine Kreisbahn miissen diese Krafte
gleich sein:

mM V2
GNFT = m7
M
=v(r) = GN—RST X 7.

Wir wiirden also erwarten, dass die Geschwindigkeit im
Galaxiekern linear mit dem Abstand zum Zentrum an-
steigt.

Ausserhalb des Kerns ist die Kraft F oc 2. Folglich gilt:

r

mM v2
Gn—5—=m

R
M 1
=v(r) = \/GN7 x NG

Wir sehen also, dass die Geschwindigkeit im Kern linear

Abbildung 13: Erwartete Rotationskurve einer Galaxie vs.
gemessene Rotationskurve

ansteigt und ausserhalb des Kerns wieder abféllt. Messun-
gen zeigen jedoch, dass die Geschwindigkeit ausserhalb des
Kerns konstant bleibt (sieche Abbildung 13). Dies deutet
darauf hin, dass es ausserhalb des Kerns noch Materie ge-
ben muss, welche die Gravitation beeinflusst.
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8 Dynamik des starren Korpers

Bisher haben wir uns 1 Massenpunkt betrachtet. Ansch-
liessend haben wir viele Massenpunkte betrachtet. Nun
wollen wir eine kontinuierliche Massenverteilung betrach-
ten. Im Allgemeinen ist dies sehr kompliziert. Wir betrach-
ten deshalb den starren Korper.

8.1 Massenschwerpunkt

Wenn wir ein System von N Massenpunkten haben, so ist
der Massenschwerpunkt gegeben durch:

Beim Grenziibergang zu einer kontinuierlichen Massenver-
teilung geht die Summe in ein Integral iiber das Volumen
V' des Korpers tiber:

Ty = % /M rdm = % ///V rp(r)dV.

Example 8.1: Kreiskegel

Bestimme den Massenschwerpunkt eines homogenen
Kreiskegels.

Solution. Fiir den Radius auf einer Hohe z gilt:

r(z) = %(h — z).

Das Volumen des Kegels ist gegeben durch:

v:///vdvz/m2dz

h 2
:/ W(E(h—z)) dz = 1xR%h.
0 h 3

Fiir die Massendichte gilt also

Fiir den Schwerpunkt gilt also:

1 Pt
2s = —/// zpdV:—/ zrredz
M JJv M Jo

- ﬁ/ohm (%(h—z))zdz
h

3 3 [h222  2h23 2470
-3 z(h—z)gdz:—{ 2 2he 2
A 3| 2 3 1],
3 A _h
TR 12 47

8.2 Krifte und Drehmomente

Gegeben sei ein starrer Kérper mit einem Drehpunkt O
und einer Kraft F' am Punkt P. Fiir das Drehmoment M

Abbildung 14: Kraft auf starren Korper

um den Punkt O gilt:
M=rxF=7r,F.

Wir sehen nur der Senkrechte Anteil von r zur Kraft F
triagt zum Drehmoment bei. Egal auf welchem Punkt die-
ser WIRKUNGSLINIE die Kraft angreift, das Drehmoment
bleibt gleich.

Wenn wir Kréfte addieren, so unterscheiden wir 3 Félle:

1. Die Kréfte greifen am selben Punkt an. Dann addie-
ren wir die Kréfte vektoriell.

2. Die Krifte greifen an verschiedenen Punkten an.
Dann verschieben wir die Krifte entlang ihrer Wir-
kungslinie zum selben Punkt und addieren die Kraf-
te vektoriell. Dieses Verfahren funktioniert nur,
wenn die Vektoren nicht parallel sind.

3. Wenn beide Krifte parallel sind, so fiihren wir ein
verschwindendes Kréaftepaar ein. Dann kénnen wir
erneut die zweite Variante anwenden.

F=F+F

Abbildung 15: Kraftaddition bei starren Kérpern

Wenn wir nun das Drehmoment betrachten, so ist der
Drehpunkt wichtig. Wir errinnern uns, dass das Drehmo-
ment ein axialer Vektor ist.
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Bei einem Kréftepaar mit Fy, = —F5 gilt fiir das Drehmo-
ment des Gesamtsystemes:

M=1"1XF1+’T‘2XFQZ(T‘l—T‘Q)XFlz’I"lglXFl.
——

T12

Wenn nun viele Kréfte dann ist Myes = Y, 71 X F;.

8.3 Statisches Gleichgewicht

Ein statisches Gleichgewicht liegt vor, wenn

Fres =0
Mres =0.
Wichtig ist, dass die zweite Bedingung fiir alle Drehpunkte

gelten muss. Falls die 1. Bedingung erfiillt ist, so reicht es,
wenn die 2. Bedingung fiir einen Punkt erfiillt ist.

Das Drehmoment, welches aufgrund der Schwerkraft auf
einen starren Korper wirkt, ist gegeben durch:

Da wir im letzten Schritt den Massenschwerpunkt als Be-
zugspunkt gewahlt haben.

8.4 Lineare und Drehbewegung,
heitstensor

Trag-

Einen Massenpunkt kann nur Translation ausfiihren. Folg-
lich hat er 3 Freiheitsgrade. Ein starrer Kérper kann zu-
sitzlich noch rotieren. Folglich hat er insgesamt 6 Frei-
heitsgrade.

Betrachten wir zunéichst eine Rotation in 2 Dimensionen.
Zum einen ist dann

cosf =

38

sinf =

RS

Zum anderen ist aber

r=rcos(d — )&+ rsin(d — @)y
= rcosfcosp + rsin 0 sin pz+
—rsinfcosp + rcosfsinpye, = cospZ + sinpy

ey = —sin p& + cos py.

()= =) @)

Im Dreidimensionalen wiirde dies Matrix dann so ausse-
hen:

Folglich ist

1,/
/

Y

T
Y

cos
sin ¢

—sing
cos ¢

/

x cose sing 0 T
y | = | —sing cose 0 Yy
4 0 0 1 z

Unser Ziel ist es nun, die Bewegung des starren Kérpers
zu beschreiben.

Fiir den Gesamtimpuls des Systemes wenn es sich nicht
dreht gilt:

N
P = ZAmi'vi = M’Us.
i=1

Gehen wir nun iiber in den Grenziibergang zu einer kon-
tinuierlichen Massenverteilung, so gilt:

p:/vdm:///vsp(r)dV:Mvs.

Fiir die kinetische Energie gilt also

1
= —Mv2.

| N
_ "2
T = 3 ;:1 Am,v; 5 Mv;

Das selbe gilt im Grenziibergang.

Betrachten wir nun die Rotation. Fir den Gesamtdrehim-
puls des starren Koérpers gilt:

L=L"+7r,Xp,
ar _
dt

ext-

Die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunktes ist gegeben
durch:
U, = Vs + U] = v +w X1

Fiir die kinetische Energie gilt also

N
1
T §§mi{vs+wxr;‘}2

1
—v2M + v,

N N
1
5V {wx;mirf}+§;mi{wxﬁ}2

;_,0_/

I 12

§MUS+§;mi{wxri}
=T, +1".

Betrachten wir nun eine Rotation um eine starre Achse.
Um dies zu beschreiben, fiihren wir das Tragheitsmoment
ein

(" Definition 8.2: Tragheitsmoment

Das TRAGHEITSMOMENT J4 eines starren Korpers
beziiglich einer Achse A ist definiert als:

N
J . 2
A — mlriL.
=1

Im Grenziibergang zu einer kontinuierlichen Massen-
verteilung gilt:

JA:/MTidm:///VTiP("")dV
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Es gilt:
Ly; =7 xpi =m(riL X v;) = miTiQLWéw-
Folglich ist der Gesamtdrehimpuls:
N N
Ly = Z L= <Z mirz'ZL) we, = Jaw.
i=1 i=1

Die Rotationsenergie ldsst sich nun auch schreiben als:
1 1, 1
T = B Zmz{w xri}? = inZmiri = §JAw2.
i=1 i=1

Letzenendes gilt fiir das Drehmoment:

dL;

M; =
dt

:Ami(ru X a; + ——— xvi)

dp;
dt
=7T;1 X Ft.

=7;1 X

Weiter wissen wir, dass

dLy; dw
dt A I

Das Gesamtdrehmoment ist also:

dw _, &,

M = _— =
1=Jag;

Berechnen wir nun ein paar Tragheitsmomente. Im folgen-

den gehe die Drehachse durch den Massenschwerpunkt.

Example 8.3: Diinnwandiger Zylinder

Fiir einen diinnwandigen Zylinder der Masse M und
des Radius R gilt fiir die Drehachse entlang der Sym-
metrieachse:

I = /ridm = /R2dm = R*M.

Example 8.4: Massiver Zylinder

Fiir den gleichen Zylinder, aber massiv gilt:

R
1
Iy = /Tidm :/ r2(p2rrLdr) = §MR2.
0

Example 8.5: Hohlzylinder

Fiir einen Hohlzylinder mit innerem Radius R; und
dusserem Radius Ry gilt:

Ra

Iy = /ridm = 2 (p2mr Ldr)
Ry
Ri—Rf 1 Ri-R}
=por[—2 1 — _ %
1 2 R R

1
= 5 M(R] + R3).
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Example 8.6: Massive Kugel

Fiir eine massive Kugel der Masse M und des Radius
R gilt:

J. = /// r2 pdV

R VR2—22 27
=p / dz / r2(rodry) [ de
—R 0 0

VRI—:2Z
'f'idTL
22 2

R
= 27Tp/ dz/
-R 0
R (p2 _
= 27Tp/ Mdz
_R 4

= @ [R4Z _ 2R*2° + Z5:|R
R

2 3 5

8rpR> 2
= =-MR~.
15 5) R

Example 8.7: Quader

Fiir einen Quader mit den Kantenlangen a, b, ¢ gilt:

B a®b  ab®
- [12 " 12]
:pabca2+b2 _ a2+b2
~— 12 12
M

Example 8.8: Diinner Stab

Fiir einen diinnen Stab der Lange [ gilt:

L
_ 2 Y _ ﬁ_MlQ
Jz—/m_dm—/_é:cpdx—pm—m.

Wenn wir nun Trégheitsmomente beziiglich verschiedener
Achsen betrachten, so kénnen wir diese mit dem STEI-
NER’SCHEN SATZ berechnen.

(" Theorem 8.9: Steinerscher Satz

Sei J4. das Tragheitsmoment eines starren Korpers
beziiglich einer Achse A’, die parallel zu einer Achse
A durch den Massenschwerpunkt verlauft. Dann gilt:

Jar = Ja +Ma2.

Dabei ist d der Abstand zwischen den beiden Achsen. )




Proof. Es gilt:
Jar = / r2dm= [ (a+7)%dm
M M

:/ (r2+a2+2a-r)dm

JMm
:/ r2dm+a2/ dm+2a~/ rdm
M M M
=0
=JA+MCL2.

O

Um Tragheitsmomente experimentell zu messen kann eine
Torsionsfeder verwendet werden. In diesem Fall gilt fiir das
Drehmoment:

M = —De.

Dabei ist D die RICHTGROSSE der Torsionsfeder. Losen

der DGL liefert
D

7
Experimentell kann man erkennen, dass das Tragheitsmo-
ment in der Regel fiir jede Orientation verschieden ist. Um
dies zu beschreiben, fiihren wir den TRAGHEITSTENSOR
ein, welcher eine 3 x 3 Matrix ist.

w =

8.5 Rollende Korper

Damit ein Korper rollen kann, miissen die Rollbedingun-
gen erfiillt sein:

vy = Rw

as = Ra.
Es gibt also 3 Situationen:

1) Reine Translation: Alle Punkte haben die selbe Ge-
schwindigkeit, folglich rutscht der Korper mit allfalliger
Reibung.

2) Keine Translation: Der Korper rotiert um einen fixen
Punkt. In diesem Fall haben gegeniiberliegende Punkte die
umgekehrte Geschwindigkeit.

3) Rollen ohne Gleiten: Der Beriihrungspunkt hat immer
die Geschwindigkeit Null. Dies ist eine Zwangsbedingung.

Im Zusammenhang mit rollenden Korpern ist die Reibung
wichtig.

Im statischen Fall existiert genau ein Punkt welcher den
Boden beriihrt. Jedoch sind Korper in der Realitat de-
formierbar. Folglich existiert eine Kontaktfliche. In die-
sem Fall wirkt die Normalkraft nicht direkt unterhalb des
Schwerpunkts, sondern m,. davor.

Im Gleichgewicht gilt

F=Fr<poFy
Fy = Fe.

Geht das Rad nun Vorwirts, so wird ein Drehmoment er-
zeugt mit
M = FNmr — FRT'.

Also m
F=Fg= FNfr = prFy.
my
pR=—"
,
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9 Schwingungen

Ein schwingungsfahiges System ist ein System, welches ei-
ne stabile Gleichgewichtslage besitzt. Ein Beispiel ist ein
2-Atomiges Molekiil, welches um die Gleichgewichtslage
schwingt. In diesem Falle kénnen wir das Potential qua-
dratisch ndhern. Foglich ist die riicktreibende Kraft

F=—kux.

Die Bewegungsgleichung lautet also
T+ —z=0.
m
Allgemein ist die Losung fiir diese Schwingung
x(t) = Acos(wt + ¢p) + Bsin(wt + o).

Dabei ist w = 1/% die Kreisfrequenz.

Ein weiteres Beispiel ist das Fadenpendel. In diesem Fall
ist die riicktreibende Kraft

F = —mgsinp.
Fir z <1 gilt sinp ~ ¢ ~ 7. Folglich ist

@(t) = ¢ cos(wt + o) + Bsin(wt + o).

Wobei w = /4.
(" Definition 9.1: Harmonischer Oszillator )
Ein System, welches durch die DGL
&+ wiz = 0.
beschrieben wird, heilt HARMONISCHER OSZILLA-
L TOR. )

Mogliche Beispiele sind ein Pendel, eine Feder oder ein
Molekiil.

Die Periode einer Schwingung ist die Zeit, welche fiir ei-
ne vollstdndige Schwingung benétigt wird. Sie ist gegeben

durch 5
T
T=—.
w
Eine weiter wichtige Grosse ist die Frequenz v, welche die

Anzahl der Schwingungen pro Sekunde angibt:

Betrachten wir erneut eine Schwingung
z(t) = Asin(wt + 9).

Die Periode schwingt von —A bis A. Die Geschwindigkeit
ist
v(t) = &(t) = Aw cos(wt + 6).

Fiir die Beschleunigung folgt
a(t)

—UJQ.T

= #(t) = —Aw? sin(wt + ) = (t).



° (t
—x(t
11 o(t)
1 1 7G(t) b
2 4 3 0
_1 1
,2 1

Abbildung 16: Schwingung von z(t), v(t) und a(¥)

Zum rechnen kann man Schwingungen auch mit kom-
plexen Zahlen darstellen. Wir definieren die komplexe
Schwingung als

2(t) = Ae'@D A eC.
Die reale Schwingung ist dann der Realteil von z(t):

z(t) = R(z(t)) = R(Ae™?) = Asin(wt + 0).

Bei einem Experiment ist in der Regel w bekannt. Man
kann jeweils xg, vg verdindern. Gesucht sind nun A, d. Set-
zen wir ¢t = 0, so erhalten wir

xo = z(0) = Asin(9)
vo = v(0) = Aw cos(9).

Lost man das Gleichungssystem so findet man

Vg \ 2 x
A=|xt+ (—O) § = arctan (0w> .

w Vo
Betrachten wir nun die Energie eines harmonischen Oszil-
lators. Wir haben die Schwingungsgleichung & + w?z = 0.

Multiplizieren wir diese mit m, so erhalten wir

5 dz

r— = 0.
Dies konnen wir umschreiben zu

dt
-2 2
d >+m2d<x):0.

T

m— | — w — | —
dt \ 2 dt \ 2

Um die differentiale Schreibweise zu vermeiden, integrieren

wir beide Seiten iiber die Zeit:

Lo L
—mx —mw
2 2

_dz n
ma— + mw
dt

2.2

x“ = const.

Exin Epot

Setzen wir nun den Schwingungsansatz ein, finden wir

1
Etot = imw2A2.
Skizzieren wir die Energieverteilung in Abhéngigkeit der

Zeit sieht dies wie folgt aus:

Um die durchschnittliche kinetische Energie zu berechnen,
integrieren wir

1

f *mf,.v2dt

/,:
0

< Fyin > = 5

—1/T1 A2 cos?(wt + 6)dt
—T o 2m W™ COoS™ (W

Lol [T

= imA w T/o cos®(wt + 0)dt
1

= §Etot~

- L/pot
1 — Eyin R
2 4 6 8 10
—14+
91

Abbildung 17: Energieverteilung eines harmonischen Os-
zillators

9.1 Gedampfte Schwingungen

In der Realitdt sind Schwingungen immer geddmpft. Dies
bedeutet, dass Energie aus dem System verloren geht. Dies
kann durch Reibung oder Luftwiderstand verursacht wer-
den. Wir modellieren den GEDAMPFTEN HARMONISCHEN
OSZILLATOR durch

mi kx — bzx.

Wir fiithren die folgenden Grossen ein:

b
und p= .
m

W=
Die Gleichung wird somit zu

&+ 2pi + wiz = 0.

Fiir die Losung gibt es drei Falle abhéngig von A = —p £+
VP —wi
e Schwache Dimpfung (p < wp):
z(t) = Ae P'sin(wgt + ) mit wy = y/wd — p2.
Man Bemerke, dass wqg = \/wg — p? < wp.
2 %
1 T T~
\ A 1 6 8 10
_1 1
_9l

Abbildung 18: Schwach geddmpfte Schwingung

e Kritische Dampfung (p = wo):
x(t) = (A+ Bt)e "

Dieser Fall wird auch asymptotischer Grenzfall genannt.

o b
Tt T

>

2 4 6 8 10

Abbildung 19: Kritisch geddmpfte Schwingung
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e Uberkritische Dimpfung (p > wo):

z(t) = AeMt 4 Ber?t mit Ao = —p44/p? — Wl

In diesem Fall gibt es keine Schwingung mehr, das Sys-
tem kehrt exponentiell zum Gleichgewicht zuriick.

e =
St o

2 4 6 8 10
Abbildung 20: Uberkritisch geddmpfte Schwingung

Betrachten wir nun die Energiebilanz eines geddmpften
Oszillators. Wir beginnen erneut mit der Bewegungsglei-
chung

&+ 2pi + wiz = 0.

Wir multiplizieren diese mit ma und erhalten

d /1 1
Hierbei definieren wir die Rechte Seite als die REIBUNGS-
LEISTUNG
Pr = —bi* <0.
Die linke Seite ist die Zeitliche Anderung der Gesamtener-
gie:
d

—FEiot = Pg.
qz Dot R

Als Beispiel betrachten wir die schwach geddmpfte Schwin-
gung. Hierbei ist p < % Die Mittlere Energie ist

1 1
< Ekin >= iEtOt = im < .'1.}'2 >

Weiter ist auch
Pr = —2pm < i? >p= —2pFEi.

Folglich ist
Eioi(t) = Etot(0)6_2pt'

Eine weitere wichtige Grosse ist der GUTEFAKTOR (. Die-
ser ist die relative Abnahme der Energie wihrend einer
Periode.

FEiot(t)
Q=2m
Etot (t) - Etot (t + T)
E0672pt
TrEoe—Zpt _ Eoe—Qp(t+T)

=2

mit 7= —.

-
=97 —
T 2p

9.2 Die erzwungene Schwingung

Stellen wir uns erneut einen geddmpften Oszillator vor,
welcher durch eine externe harmonische Kraft beschleu-
nigt wird. Die Bewegungsgleichung lautet nun

F,
i+ 2pi + wiz = =9 cos(t).
m

Hierbei ist 2 die Kreisfrequenz der Anregung und wg die
Eigenfrequenz des Systems.

Dieser Prozess hat einen Einschwingvorgang, bei welchem
wir eine Uberlagerung von Eigenschwingungen und An-
regung haben. Nach dem Einschwingen dominiert die er-
zwungene Schwingung. Wir suchen daher eine Lésung der

Form

z(t) = xoe',

Setzen wir dieses z(t) in die Bewegungsgleichung ein, so
erhalten wir

. JoN
x (—QZ + 2piQ) + w%) () — Roel(m).

Der experimentell messbare Teil ist der Realteil von z(t):

F()/m

T = wd — Q2 + 2piQ)”

Hierbei ist xg eine komplexe Zahl. Wir kénnen sie in Po-
lardarstellung schreiben:

zo = |zole®.
Weiter sei ag = % Fiir den Betrag von zq folgt

ao
V(wd =022+ (2p2)2

Fiir den Phasenwinkel ¢ folgt

20| =

—2p(2
0 = arct —— .
arctan (w% — QQ)

Wir definieren nun die folgenden Gréssen:

Q

n=— (Normierte Frequenz)
wo

&= £ (Dampfungsfaktor)
Wo

Betrachten wir nun den Fall £ < 1. In diesem Fall haben

wir
1 1

W /(T — %)% + (26n)2

Wir méchten nun das Maximum von V' (n,£) bestimmen.

Dazu brauchen wir % = 0. Wir erhalten

V(n, &) =

0= 3 (-5)o) 20— ) (=20 + €%
= 2(1 - n?) — 4€%.

Folglich ist 7pes = /1 — 2£2. Fiir kleine Dampfung ist dies
ndherungsweise 10 ~ 1. In jedem Fall ist die Resonanz-
frequenz kleiner als die Eigenfrequenz.

In jedem Falle gilt fiir die Phasenverschiebung fiir n < 1,
0~0.Ist p=1,s0ist 6 = —F und fiir n > 1ist 6 =~ —.

Wir méchten nun die Energiebetrachtung der erzwunge-
nen Schwingung durchfiihren. Wir haben die Bewegungs-
gleichung

max + 2pma + mw%x = Foxt.
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit &, so erhalten wir

d [1 1
T <2m:'v2 + QmOJg:E2) = —2pmi? + Fexi.
Eosz

Im stationdren Fall muss %EOSZ = 0 gelten. Folglich also
Foe® = 2pmi>.

Die Leistung, welche im Oszillator durch Dampfung ver-
loren geht, ist

To 2
. ma, 1
<P >T0= Ti Foadt = 1 o 2
Q Jo P 1+ (U;Opﬂ)

Sowohl fiir wy < 2 als auch fiir wy > €2 geht die Leistung
gegen null. Das Maximum der Leistung ist bei {2 = wy.

Wichtig ist hierbei, dass die maximale Leistung immer bei
n = 1 ist. Also maximale Amplitude bedeutet nicht maxi-
male Leistung.

9.3 Uberlagerung von Schwingungen

Betrachten wir zundchst 2 Schwingungen mit der selben
Frequenz. Also ist

1 = Az cos(wt + 1)
x9 = Ag cos(wt + pa).

Also ist z(t) = w1 + 2. Wir konnen dies auch schreiben
als
x(t) = Acos(wt + ¢).

Wobei A VAZ + A2 +2A; As cos(ipa — p1). Sollten
p1 = @2, so gilt A = Ay + Ao (konstruktive Interferenz).
Fiir die Phase gilt

Wenn wir nun 2 Schwingungen mit verschiedenen Frequen-
zen betrachten, aber die selbe Amplitude, so gilt

A1 sin ®1 + AQ sin Y2

= arcta
¢ 8 n(Alcosgol—l—Agcosgpg

z1 =R (Ae™)
9 =R (Ae’wt) .

t> cos ( t> .
Wir bezeichnen A als Zeitabhéngige Amplitude. Folglich

(5).

Fiir die Summe gilt dann

w1 — w2 w1 + w2

2

a(t) = 2A cos (

A

z(t) = Acos Wit w2

N S I'l

Abbildung 21: Uberlagerung von 2 Schwingungen mit
leicht unterschiedlichen Frequenzen

9.4 Gekoppelte Schwingungen

Betrachten wir zwei identische Pendel, welche durch eine
Feder verbunden sind. Die Bewegungsgleichungen lauten:

T —&—w%xl + I{Z(.”L'l — .TQ) =0
féQ + w%xQ + ]{I(CL'Q - ZL’l) =0.

Wir vereinfachen unser Problem durch die Einfiihrung der
NORMALKOORDINATEN:

21 = T1 — T2 , 29 = X1 + 2.

Bilden wir nun die Summe und Differenz der Bewegungs-
gleichungen, so erhalten wir

:7,.2 + ngQ =0
. k
31+ (wi 4 2k)z1 + 2E'Zl =0.

Diese Gleichungen sind nun entkoppelt und kénnen einzeln
gel6st werden.

W2 = Wy

/ k

Riicksubstitution liefert dann die Losungen fiir 1 und x».

w1

1 _
T = 5(21 + z3) = Acos (wl—;wzt) cos <w1 w2t)
1 _
ngi(zgle)fASin <w1—|—w2t) sin <w1 w2t> .

Im Fall, dass beide Pendel gleich oder gegenphasig schwin-
gen, so spricht man von den EIGENMODEN des Systems.
Sie stellen stabile Schwingungsmodi dar.

Betrachten wir nun eine unendliche Federkette, wobei je-
de Masse m ist und jede Federkonstante k. Der Abstand
zwischen zwei Massen sei a. Die Bewegungsgleichung fiir
die Masse an der Stelle n lautet:

My, = k(tun—1 — Un) + k(Upt1 — up)

= —k(2up — Up—1 — Unt1)-
Hierbei ist u,, die Auslenkung der n-ten Masse. Wir wihlen

den Ansatz
gan—wt)

Uy, = ue'l
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Folglich gilt 10 Warmelehre & Thermodynamik

—mw?ellamn—wt) — _ (2 — e _ iqa) gilaan—wt) Bisher sind wir von Massenpunkten zu starren Koérpern

ibergegangen. Weiter haben wir Kréfte benutzt um Bewe-

gungsgleichungen aufzustellen. Nun wollen wir Kontinua

Wl =9 \/7 ‘Sm qa und Gase betrachten unter makroskopischen Zusténden,
im wesentlichen Druck, Volumen und Temperatur.

—mw? = k(22 cos(qa))

10.1 Die Temepratur

Wiérme beschreibt den Energieaustausch zwischen Syste-
men unterschiedlicher Temperatur. Umgekehrt, wenn kein
Energieaustausch stattfindet, so sind die Systeme bei glei-
cher Temperatur.

Wir definieren den DRUCK als

In einem Gasthermometer, haben wir eine Fliissigkeit in
einer Sdule. Die Gewichtskraft der Fliissigkeitssaule er-
zeugt einen Druck

F =mg = pAlg.

10.2 Die absolute Temperatur

Es gibt eine tiefste Temperatur, T' ~ —273°C. Wir kénnen
nun die Kelvin-Skala einfiihren:

T(K) = T(°C) + 273.15.

10.3 Warmeenergie und Wiarmekapazitat

Warmekapazitdt beschreibt die Fahigkeit eines Korpers
Wiérme aufzuhehmen und abzugeben. Wir definieren

(" Definition 10.1: Warmekapazitat

Wird einem Koérper die Warmemenge AQ zugefiihrt,
so erhoht sich seine Temperatur um AT. Die WAR-
MEKAPAZITAT C ist definiert als:

AQ

C=A7
| J

Die sPEZIFISCHE WARMEKAPAZITAT c ist definiert als
C 1 AQ
= T mAT
Diese ist eine Stoffeigenschaft.
Weiter ist die MOLARE WARMEKAPAZITAT ¢ definiert als

1AQ

oM = v AT

Wird dem Korper eine Wirmemenge Q zugefiihrt, so
schreiben wir dies als Q<" = [6Q< = T C( )dT. Fiir
geringe Temperaturdnderungen gilt naherungswelse

Q< = CAT.

Beim Erhitzen von 1L Wasser mit 650 W um 10 °C bend-
tigen wir etwa 68s. Folglich ist die spezifische Wirmeka-
pazitdt von Wasser etwa

CWasser =~ 4.2 W s/(kgK).
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Fiir die Molare Wiarmekapazitidt von Festkorpern gilt
das sie nahezu konstant ist fiir alle Stoffe und etwa
25 J/(mol K) betrigt. Dies wird als DULONG-PETIT GE-
SETZ bezeichnet.

10.4 Der Nullte Hauptsatz der Thermo-
dynamik

Zwei Korper im thermischen Kontakt, haben nach einer
langen Zeit dieselbe Temperatur.

Mikroskopisch ist Temperatur ein Mass fiir die thermische
Bewegung der Molekiile.

10.5 Der erste Hauptsatz der Thermody-
namik

Grundsétzlich beschreibt der erste Hauptsatz die Energie-
erhaltung in thermodynamischen Systemen. Hierzu fithren
wir den Begriff der INNEREN ENERGIE ein. Fiir ein Gas ist
dies zum Beispiel U = U(p,T,V,...). Die Anderung der
inneren Energie hidngt jedoch nur von Anfangs und End-
zustand ab.

AU =Ug —Ujy.

Warme ist eine Form der Energie, wleche allein aufgrund
eines Temperaturunterschiedes AT iibertragen wird.

Ve

Theorem 10.2: Der Erste Hauptsatz der Thermody- B
namik

Die Anderung der inneren Energie eines thermodyna-
mischen Systems ist gleich der zu- oder abgefiihrten
Waérme plus der am System verrichteten Arbeit.

dU = 6Q< + W~

. /

Hierbei ist Q¥ die zugefiihrte Wirme und W< die am
System verrichtete Arbeit.

10.6 Ideale Gase

Fin ideales Gas, ist ein idealisiertes Vielteilchensystem, bei
dem wir harte Kugeln haben, welche keine Wechselwirkun-
gen ausser Stofse haben. Weiter nehmen wir an, dass das
Volumen der Gasteilchen vernachléssigbar klein ist gegen-
iiber dem Volumen des Behilters.

Fiir einen konstanten Druck gilt V' = C1T. Fiir ein kon-
stantes Volumen gilt p = CyT.

Damit kénnen wir die Zustandsgleichung fiir ideale Gase
wie folgt schreiben:

Theorem 10.3: Zustandsgleichung fiir ideale Gase

Fiir ein ideales Gas gilt:

pV = NEKT.

Hierbei ist k£ die Boltzmann-Konstante und N die Anzahl
der Teilchen.
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Wird einem idealen Gas die Warmemenge AQ zugefiihrt,
so gilt AQ = vCy AT bei konstantem Volumen und AQ =
vC, AT bei konstantem Druck. Hierbei gilt C, = Cv + R.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die vom Gas verrichtete
Arbeit bei der Expansion um AV:

Es gilt, nach der Definition der spezifischen Arbeit

(57,

Da das Volumen konstant ist, verrichtet das Gas keine
Arbeit. Folglich ist nach dem ersten Hauptsatz

Q<

1
=2\ %7

14

dU = 6Q< 4+ W< = 6Q< = vCydT.

(ar)-

Betrachten wir nun den Fall bei konstantem Druck. Hier-
bei ist

1

v

dUu

Also ist C,, = T

W< = —Fdz = —pAdz = —pdV.
Fiir die Gasgleichung gilt also

dV = @dT.
p

Folglich ist die Arbeit
W< = —vRdT.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt somit

(i), =2

Visuell entspricht die am Gas verrichtete Arbeit dem Fla-
cheninhalt unter der Kurve im p-V Diagramm.

sw

1 o
T

v
o, =1 (%

oT

1 /dU
v p—; d7T )—CV+R

Fiir die Energie eines idealen Gases gilt

4 .
Theorem 10.4: Aquipartitionsgesetz

Die innere Energie eines idealen Gases ist

U= gyRT.

Hierbei ist f die Zahl der Freiheitsgrade der Gasteil-
. chen.

J

Dabher ist also die innere Energie auch eine Zustandsgrosse
eines idealen Gases.

Im allgemeinen hat ein Einatomiges Gas 3 Freiheitsgrade,
ein zweiatomiges Gas 5 Freiheitsgrade und ein 3-atomiges
Molekiil 6 Freiheitsgrade. Feste Kérper haben stets 6 Frei-
heitsgrade.

Bei idealen Gasen betrachten wir in der Regel vier ver-

schieden Zustandsénderungen:
e Isotherme Zustandsénderung: T' = const

e Isochore Zustandsdnderung: V = const

Isobare Zustandsdnderung: p = const

Adiabatische Zustandséinderung: 6Q< =0



Fir Isobare Prozesse ist

VE
W == [V = —p(V, - Vo)
Va

Bei der isothermen Anderung gilt fiir eine kleine Volumen-
dnderung dV:

NET
——F—dV.

SW¥ = —pdV =
P v

Fiir die innere Energie muss T' konstant bleiben, aufgrund
des Aquipartitionsgesetzes. Folglich ist AU = 0. Nach dem
ersten Hauptsatz ist somit §Q< = —6W~".

Fiir die ganze Warme ist somit
Ve q

Q/:/éQ/:—/éw/:NkT/V 7V

Losen des Integrals liefert

€

V.
" = NkT'1 .
0T =Nk “<%)

Im Falle der Isochoren Anderung gilt §W<" = 0. Folglich
ist nach dem ersten Hauptsatz dU = §Q<". Somit ist

f

Q< =AU = §VRAT.

Letzlich bleibt die adiabatische Zustandsdnderung. Hier-
bei gilt dass der Prozess so schnell ablduft, dass kein War-
meaustausch stattfinden kann. Folglich ist §Q< = 0.

Fiir die Energie gilt immer
AU = 6Q¥ + W< = vCydT.

Fiir die adiabatische Zustandsdnderung gilt zusétzlich

dU = 6W< = —pdV = —ngv.
Gleichsetzen liefert
RT
dT dv

. e} . .
Wenn wir nun » = o definieren, so gilt

Rid
Cy

=x—1.

Da s konstant ist, konnen wir integrieren:

In(T) = —(5¢ — 1) In(V) + const.

Somit gilt fiir die adiabatische Zustandsédnderung:
TV>~1 = const.

Mit der idealen Gasgleichung folgt daraus auch

pV* = const T*p'~* = const.

27

5 %
p —— Isotherme
—— Isobare
41 Adiabate
—— Isochore
3 1
2 1
1 1
i i i i V |
1 2 3 4 5

Abbildung 22: Verschiedene Zustandsdnderungen eines
idealen Gases im p-V Diagramm

Die einzelnen Prozesse konnen wir nun in einem p-V Dia-
gramm darstellen.

Betrachten wir nun eine Kugel welche iiber einem Gas
liegt und dadurch mit der Gravitation eine Kraft auf das
Gas ausiibt. Wenn wir die Kugel loslassen, so wird das
Gas komprimiert und die Kugel bewegt sich nach unten.
Danach expandiert das Gas wieder und die Kugel bewegt
sich nach oben. Wir kénnen schreiben

poV> =p(2)(V + Az)™.

SR . N = Do (1—%Az)
(1+ &2)~ Vo)

p(2)

Die Bewegungsgleichung der Kugel ist somit

_<% )Z_mg.

Unter geeigneter Koordinatenverschiebung erhalten wir

poA?
Vv

~
~

mz = A(p(z) — po) —mg

A2
mzZ+2mdz + Po%vz =0.

Somit ist die Eigenfrequenz

PoA?

wo =

Eine andere Moglichkeit die Adiabatenexponente s zu be-
stimmen, besteht aus der Temperaturdnderung bei einer
periodischen Kompression und Expansion des Gases. Hier-
zu wird das Gas in einem Zylinder mit einem Kolben ein-
geschlossen. Der Kolben wird durch eine Schwingung mit
der Frequenz w bewegt.

Fiir die innere Energie gilt dU = vCy,dT'. Da die Zustands-
anderung schnell erfolgt, gilt 6Q<" = 0. Folglich ist

vRT

vCydT = W< = —pdV = — T

dv.

Dies ist eine Differentialgleichung fiir T'(V'):
2dv

v

ar _
r_

R AV _

Cv V.



Man kann dies nun optional integrieren:

dr dv

CV? = _R7
JAE
T T CV 1% V

Vs

e (B

1 ( )"

Warmekraftmaschinen

)

"
Vo

10.7

Gegeben seien zwei Warmereservoire mit den Temperatu-
ren Ty und Tk. Es ist nicht moglich, einen Prozess zu
konstruieren, welcher Warme Q% vom warmeren Reser-
voir aufnimmt und vollstiandig in Arbeit W-" umwandelt,
ohne dass dabei Warme Q}? an das kéltere Reservoir ab-
gegeben wird.

FEine andere Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist: Es
ist nicht moglich, einen Prozess zu konstruieren, welcher
Wirme Q< von einem kilteren Reservoir aufnimmt und
vollstdndig an ein wérmeres Reservoir abgibt, ohne dass
dabei Arbeit von aufien verrichtet wird.

Wir méchten uns nun eine Warmekraftmaschine betrach-
ten, insbesondere den Carnot-Prozess. Dieser besteht aus
einer isothermen Expansion, einer adiabatischen Expan-
sion, einer isothermen Kompression, und einer adiabati-
schen Kompression.

Fiir die isotherme Expansion gilt leistet das Gas Arbeit
an seiner Umgebung (Motor):

Vi
/‘/a
Die Wérmemenge, welche das Gas dabei aufnimmt, ist

Qi =Wy

Yo
Va

Wy pdV = vRTy In (

Bei der Adiabatischen Expansion gilt
W{( = U2H3 = VCV(TK - Tw)
Fiir die Warme gilt hier QQ/A?) =0.

Fiir die isotherme Kompression gilt

Va

V.
wy :/ pdV = vRTk In (Vd>
Ve c
Wobei Q? = W?‘,/ die Wéarme ist, welche an das kalte

Reservoir abgegeben wird.

Bei der adiabatischen Kompression gilt

Wi/ = U4H1 = VCV(TW - TK).

Die Effizienz einer Warmekraftmaschine ist definiert als

Gewonnene Arbeit
Nnc =

zugefiihrte Wirme'

Fiir den Carnot-Prozess gilt somit

oW Wy — oWy — oWy
Qi

Ule}

Da die Arbeit im zweiten und vierten Schritt sich aufhebt,
folgt

_ W1/*Wé/ Tw — Tk
Qv Tw
Betrachten wir nun eine Warmepumpe. Hierbei wollen wir

Warme von einem kalten Reservoir auf ein warmes Reser-
voir iibertragen mit einem Motor.

Nic

Die Effizienz einer Warmepumpe ist definiert als

abgegebene Wirme

zugefiihrte Arbeit

Setzen wir die Arbeit als W/ = Q‘If — Q“,/w so gilt fiir die
Wiarmepumpe
Tw

nw = 7TW T TR
Example 10.5:

Im kalten Winter bei 260 K mochten Sie ihr Haus auf
300K heizen. Was ist die maximale Effizienz einer

Warmepumpe?
Solution. Wir verwenden die Formel fiir die Effizienz einer War-
mepumpe:
Ty 300 300
np w =17.5.

T Tw —Tkx 300260 40
Die maximale Effizienz der Warmepumpe betragt also 7.5.
Analog fiir eine Kéltemaschine:

Tk

Al

Eine andere WKM ist der Stirling-Motor. Dieser besteht
aus zwei isothermen und zwei isochoren Prozessen. Be-
rechnen wir nun ebenfalls die Effizienz dieses Motors.

p

|4

Abbildung 23: Stirling-Zyklus im p-V Diagramm

Fiir die isotherme Expansion bei T' = Ty, gilt
)

Qs =W, = vRTiw In <v1

Das Gas leistet Arbeit an der Umgebung.
Fiir die Isochore Abkiihlung gilt

dV =0= W< =0.
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Folglich ist nach dem ersten Hauptsatz

Q5 .4 = AU = vCy (Tx — Tw) < 0.

Ahnlich fiir die isotherme Kompression bei T = T gilt

> 0.

Vi

ng—>4 = Wg‘,/_>4 =vRTkIn (V
3

und fiir die isochore Erwarmung

Q4’/_>1 = AU = Z/OV(TW — TK)

In diesem Fall konnen wir nun die Effizienz berechnen:

_ W1/—>2 + W2/—>3 + W:a/—>4 + W4/—>1
775' - /
QlﬂQ
W, W,

Qll/—>2
vRTw In (%) —vRTk In (%)
- vRTw In (%)

Ty Tk
=~

=Tc-

10.8 Entropie

Gegeben sei ein System mit Volumen V[, mit einem Teil-
bereich von Volumen V;. Die Wahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen im Volumen V; zu finden, ist

Vi

W=—.
Vo

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle N Teilchen im Volumen

V1 sind, ist
) -3

Dies ist eine extrem kleine Zahl. Es ist also extrem un-
wahrscheinlich, dass alle Teilchen in einem kleinen Volu-
men sind.

E
Vo

Vi
Vo

WN:WN:(

Die Entropie ist definiert als

Vo

Vi

a

K) :—Rz/ln(

AS =kln(Wy) = kNavin (
0

Wenn nun AS > 0 ist, so geht das System in einen Wahr-
scheinlicheren Zustand iiber. Dies ist der zweite Hauptsatz
der Thermodynamik:

( )

Theorem 10.6: Zweiter Hauptsatz der Thermodyna-
mik

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie
entweder zu oder bleibt konstant. Sie kann niemals
abnehmen.

AS > 0.

\. J

Die Mathematische Formulierung der Entropieéinderung
ist
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Fiir eine Isotherme gilt zum Beispiel aus dem Ersten

Hauptsatz
AS = / ds = /
Dies konnen wir umschreiben als

Ve
/ de = NkIn
Va

0Q%, _ Q7
=

T

_ Nk
T

Ve

AS = — 7

AL
/ pdV
Va

T |4

(%)

Wir definieren den REVERSIBLEN KREISPROZESS als einen

Prozess, bei dem
5Q¥.
d — rev — .
Pas=g 5= =0

Fiir adiabatische Prozesse ist 6Q%.,

0. Daher ist fiir den Carnot Prozess

= 0, folglich ist AS =

Qy _ Q%
AS = — =5 >0.
Tw Tk —
Folglich ist
6Q Ty
Q1 — Th

Nach dem ersten Hauptsatz gilt
5Q1 = W7 +6Qo.
Fir den Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine folgt

somit — 5
_w :1,&§1,

KFToN 3Q1

Wir fassen die Hauptsitze der Thermodynamik zusam-
men:

1>

T

0. Hauptsatz: Warme fliesst von alleine nur vom warmen
zum kalten Reservoir.

1. Hauptsatz: Energieerhaltung. AU = Q¥ + W<
2. Hauptsatz:
[ ]

Entropie des Gesamtsystems nimmt nur zu.

e Wirme kann nie zu 100% in Arbeit umgewandelt

werden.

Um Wéarme vom kalten zum warmen Reservoir zu
transportieren, muss Arbeit verrichtet werden.

Der maximale Wirkungsgrad jeder Warmekraftma-
schine ist Nmax = Ncarnot =

3. Hauptsatz: T = 0 kann nie erreicht werden.

10.9 Reale Gase und Fliissigkeiten

Fiir reale Gase gilt die Van-der-Waals-Gleichung, welche
die ideale Gasgleichung erweitert:

Theorem 10.7: Van-der-Waals-Gleichung

Fiir ein reales Gas gilt:

(v+

av’?

= ) (V — vb) = vRT.




Die Grosse ‘%‘2 heisst BINNENDRUCK und beriicksichtigt
die Anziehungskrifte zwischen den Molekiilen. Die Grosse
vb beschreibt das EIGENVOLUMEN der Gasteilchen.

Definiert man nun das MOILVOLUMEN als V,,, = %, so wird
die Van-der-Waals-Gleichung zu

a
Vi, —b) = RT.
(p+wz)( )

In einem idealen Gas ist a = 0 und b = 0.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit V,2, so
erhélt man

pV2 — (RT +bp)V;2 + aVy, — ab = 0.

In einem p-V,,, Diagramm hat ein reales Gas eine Isother-
me welche wie folgt aussieht: Um den kritischen Punkt zu

10 %

2 4 6 8 10
Abbildung 24: Van-der-Waals-Isotherme im p-V,, Dia-
gramm

bestimmen, setzen wir die ersten beiden Ableitungen der
Isotherme gleich null und finden so,

8a a
VE =30 TK = K= —.
orRb P T omp?

30
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