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1 Einleitung
Ziele der Vorlesung sind das Verständnis der Grundbau-
steine der Natur und ihre grundlegenden Wechselwirkun-
gen. Dies beinhaltet Verständis der klassichen Mechanik
und Thermodynamik. Diese Kentnisse sollen eingesetzt
werden um physikalische Probleme mit mathematischen
Werkzeugen zu lösen. Letztlich sollte eine gewisse Intuiti-
on für diese Themen entwickelt werden.

Die Vorgehensweise besteht darin, sich ein möglichst einfa-
ches Modell zu nehmen, welches die gesuchten Phänomene
beschreibt.

1.1 Physikalische Grössen
Physikalische Grössen bestehen aus Einheit und Zahl. Bei-
spielsweise ist eine Länge l = 1m eine physikalische Grös-
se. Die Einheit ist essentieller Bestandteil der Grösse. Sie
muss immer angegeben werden.

Definition 1.1: Grösse
Eine Grösse kann geschrieben werden als Produkt ei-
ner Zahl und einer Einheit.

G = {G} · [G].

Hierbei ist {G} der Zahlenwert und [G] die Einheit.

In der Vorlesung wird konsequent das SI-Einheitensystem
verwendet.

2 Kinematik des Massenpunktes
Wir idealisieren im Folgenden Körper als Massenpunkte.
Ein Massenpunkt ist ein Punkt, der eine endliche Masse
besitzt, aber keine Ausdehnung hat. Die Bewegung eines
Teilchens folgt einer geometrischen Bahn Γ. Folglich lässt
sich unser Massenpunkt durch einen Ortsvektor beschrei-
ben.

Definition 2.1: Ortsvektor
Der Ortsvektor r(t) eines Massenpunktes ist der Vek-
tor der vom Ursprung des Koordinatensystems zum
Massenpunkt zeigt.

r(t) = x(t)êx + y(t)êy + z(t)êz.

Die Länge des Ortsvektors, r = |r⃗| =
√

x2 + y2 + z2, ist
der Abstand des Massenpunktes vom Ursprung. Die Rich-
tung des Ortsvektors ist gegeben durch den Einheitsvektor
er = r⃗

r . Die Länge des Einheitsvektors ist immer 1.

Der Verschiebungsvektor ∆r = r(t2) − r(t1) be-
schreibt die Änderung des Ortsvektors zwischen den Zeit-
punkten t1 und t2. Im Gegensatz dazu ist der zurückge-
legte Weg

∆s =

ˆ
Γ

√
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2.

Example 2.2: Kreis
Wir betrachten einen Kreis mit radius r. Auf dem
Kreis gilt:

x = r cosφ

y = r sinφ

Und somit r⃗ =

(
r cosφ
r sinφ

)

dr = r

(
− sinφdφ
cosφdφ

)
.

|dr⃗| = r

√
sin2 φ+ cos2 φdφ = rdφ.

Für die Weglänge s um den Kreis gilt somit

s =

ˆ 2π

0

rdφ = 2πr.

2.1 Geschwindigkeit
Auch die Geschwindigkeit ist ein Vektor.
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Die mittlere Geschwindigkeit < v⃗ > ist definiert als

< v⃗ >=
∆r⃗

∆t
=

r⃗(t+∆t)− r⃗(t)

∆t
.

Wenn wir nun den Grenzwert ∆t → 0 betrachten, so er-
halten wir die momentane Geschwindigkeit v⃗

v⃗(t) = lim
∆t→0

< v⃗ >=
dr⃗

dt
= ˙⃗r(t).

Oder in Komponentenform

v⃗(t) =

ẋ(t)
ẏ(t)
ż(t)

 .

2.2 Geradlinig gleichförmige Bewegung
Bei einer geradlinigen gleichförmigen Bewegung in der xz-
Ebene gilt

v(t) =

vx
0
vz

 =

v0 cosα
0

v0 sinα

 .

Unter der annahme, dass der körper am Ursprung startet,
also r⃗(0) = 0, gilt

r⃗(t) =

ˆ t

0

v⃗(t′)dt′ =

v0t cosα
0

v0t sinα

 .

2.3 Allgemeine Bewegung

vx(t) =
d

dt
x(t),

ˆ t

t0

vx(t
′)dt′ = x(t)− x(t0).

Also ist

x(t) = x(t0) +

ˆ t

t0

vx(t
′)dt′.

ˆ
v(t′)dt′ =

ˆ
dr⃗(t′)

dt′
dt′ =

ˆ
dr⃗(t′) = r⃗(t)− r⃗(t0).

Somit ist

r⃗(t) = r⃗(t0) +

ˆ t

t0

v⃗(t′)dt′.

2.4 Beschleunigung

a⃗(t) =
d

dt
v⃗(t) = ¨⃗r(t).

Betrachten wir konstante Beschleunigung a⃗. Sodass a⃗(t) =
a⃗0 = konst. Dann gilt

v⃗(t) = v⃗0 +

ˆ t

t0

a⃗(t′)dt′ = v⃗(t0) + a⃗0(t− t0).

Entsprechend gilt für den Ortsvektor

r⃗(t) =

ˆ t

t0

v⃗(t′)dt′ = r⃗(t0) + v⃗(t0)(t− t0) +
1

2
a⃗0(t− t0)

2.

Example 2.3: Der freie Fall
Die z-Achse zeige nach oben. Dann gilt für die Be-
schleunigung

a⃗0 = g⃗ =

 0
0
−g

 .

r⃗(0) =

x0

y0
z0

 , v⃗(0) =

vx0
vy0
vz0

 =

0
0
0

 .

Folglich ist

r⃗(t) =

 x0

y0
z0 − 1

2gt
2

 .

Example 2.4: Der schräge Wurf

r(0) =

 0
0
z0

 , v(0) =

v0 cosα
0

v0 sinα

 .

Also ist

r(t) =

 v0t cosα
0

z0 + v0t sinα− 1
2gt

2

 .

Gesucht ist z(x). Für die Zeit t gilt

t =
x

v0 cosα
.

Somit ist

z = z0 + tanα · x− g

2v20 cos
2 α

x2.

2.5 Kreisbewegung
Wir verwenden Polarkoordinaten also sind wir in einer
ebene.

ρ(t) = r = konst..

Winkel φ(t) = ωt. Wobei ω die Winkelgeschwindigkeit ist.

x(t) = r cos(ωt+ ϕ0), y(t) = r sin(ωt+ ϕ0).

Die Geschwindigkeit ist:

v = rω

(
− sin(ωt+ ϕ0)
cos(ωt+ ϕ0)

)
.

Der Betrag der Geschingigkeit ist

|v⃗(t)| =
√

v2x + v2y = rω.

Folglich gilt für ω = konst. ⇒ v = konst.

Beschleunigung:

a(t) = v̇(t) = −rω2

(
cos(ωt)
sin(ωt)

)
= −ω2r(t).

Letzte Gleichung gilt für konstante Winkelbeschleuni-
gung. Man nennt diese Beschleunigung Zentripetalbe-
schleunigung.
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Betrachten wir die Beträge: a(t) = rω2 = v2

r .

Die Umlaufzeit T ist: T = 2π
ω .

Die Umlauffrequenz ν ist ν = 1
T = ω

2π . Gibt an wie viele
Umläufe wir pro Zeit haben.

2.5.1 Die Winkelgeschwindigkeit als Vektor

Die Bahngeschwidigkeit v = ωρ. Hierbei wird ρ als Ab-
stand zur Drehachse bezeichnet. Dies da später auch va-
riable Radien betrachtet werden.

Winkelgeschwindigkeit:

v = ω × ρ.

Abbildung 1: Vektorielle Darstellung der Winkelgeschwin-
digkeit

Mathematik:

a× b =

ax
ay
az

×

bx
by
bz

 =

aybz − azby
azbx − axbz
axby − aybx

 .

Für a× b× c gilt:

Theorem 2.5: BAC-CAB-Rule

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b).

ρ× v = ρ× (ω× ρ) = ω(ρ · ρ)− ρ(ρ ·ω) = ρ2 ·ω. Daher
ist

ω =
1

ρ2
(ρ× v).

Wir können ein lokales Koordinatensystem wählen, mit
den Vektoren eρ, ev, eω. Es gilt:

ev = eω × eρ.

2.5.2 Winkelbeschleunigung

α = ω̇ = φ̈.

Ortsvektor:
r = r

(
cosφ
sinφ

)
.

Für ein konstantes r gilt: Geschwindigkeit:

v(t) = ṙ(t) = rφ̇

(
− sinφ
cosφ

)
= rω

(
− sinφ
cosφ

)
.

Beschleunigung:

a(t) = v̇(t) = rφ̈

(
− sinφ
cosφ

)
+ rφ̇2

(
− cosφ
− sinφ

)
.

Der erste Teil is parallel zur Geschwindigkeitsrichtung,
und wird mit a∥ bezeichnet. Der zweite Teil ist orthogonal
zur Geschwindigkeitsrichtung, und wird mit a⊥ bezeich-
net.

Beträge:
|a∥| = rφ̈, |a⊥| = rφ̇2.

|a| = r
√

φ̇4 + φ̈2 = r
√
α2 + ω4.

2.5.3 Allgemeine Beschleunigung

Abbildung 2: Allgemeine Bewegung eines Massenpunktes

v(t) = v(t) · e∥(t).

Die Beschleunigung ist:

a(t) = v̇(t) =
d

dt
(v(t)e∥(t)) = v̇(t)e∥(t) + v(t)ė∥(t).

e∥(t) ist ein Einheitsvektor, also gilt

1 = |e∥(t)|
1 = e∥(t) · e∥(t) Ableitung nach t

0 =
d

dt
(e∥(t) · e∥(t))

0 = 2e∥(t) · ė∥(t) Skalarprod = 0 ⇒ vekt senkr
a(t) = a∥(t) + a⊥(t)

a∥(t) = v̇(t)e∥(t) = v̇(t)e∥

a(t)⊥(t) = v(t)ė∥(t)

In Abb. 3 ist die Änderung des Einheitsvektors gegeben
durch

dφ =
|a⊥|dt

v
=

|ė∥|dt
|e∥|

= |ė∥|dt.

Sei ρ(t) der momentane Krümmungsradius

φ̇ =
v(t)

ρ(t)
.

Foliglich gilt

a⊥(t) = v(t)ė∥(t) = v(
v

ρ
e⊥).
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Abbildung 3: Ableitung des Einheitsvektors

Abbildung 4: Krümmung der Bahnkurve

Theorem 2.6:

a⊥(t) =
v2(t)

ρ(t)
e⊥(t).

Folglich ist

a(t) = v̇e∥(t) +
v2(t)

ρ(t)
e⊥(t).

3 Dynamik des Massenpunktes
Nun geht es darum, wie eine Bahnkurve zustande kommt.
Zentrale Begriffe sind Impuls und Masse.

3.1 Die Masse
Wir machen ein Rückstossversuch. Sind die Massen m1

Abbildung 5: Rückstossversuch

und m2 gleich gross, so gilt |v1| = |v2|. Sind die Massen
unterschiedlich gross, so gilt

m1|v1| = m2|v2|.

Dies definiert die ”träge Masse“. Diese ist gleich der ”schwe-
ren Masse“, welche man mit einer normalen Waage messen
würde.

Für die schwere Masse wird stets Gravitation benötigt
(statisches Experiment), während die träge Masse eine Ge-
schwindigkeitsänderung benötigt.

3.2 Der Impuls
Aus vorherigem Experiment folgt

mAvA = mBvB .

Mit vektoren
mAvA +mBvB = 0.

Diese Gleichung nennt man die Impulserhaltung.

Definition 3.1: Impuls
Der Impuls p eines Massenpunktes ist definiert als

p = mv.

Diese Grösse ist eine Erhaltungsgrösse. Es gibt kein Ex-
periment, in dem der Gesamtimpuls nicht erhalten bleibt.

dpges

dt
= 0.

3.3 Impulserhaltung
Sei pi der Impuls von Massenpunkt mi, mit Geschwin-
digkeit vi. Wenn wir viele Massenpunkte innerhalb eines
abgeschlossenen Systems haben, so gilt

ptot =
∑
i

pi =
∑
i

mivi.

oder
dptot

dt
= 0,

sofern keine externe Kräfte wirken.

3.4 Das zweite Newton’sche Gesetz
Die zeitliche Änderung des Impulses bewirkt eine Kraft.

Example 3.2:
Betrachten wir einen Massenpunkt auf einer Kreis-
bahn, dann gilt

r(t) = r cos(ωt)ex + r sin(ωt)ey.

und

v(t) = −rω sin(ωt)ex + rω cos(ωt)ey.

Für den Impuls gilt somit

p(t) = mv(t) = −mrω sin(ωt)ex +mrω cos(ωt)ey.

Der Betrag des Impulses ist konstant |p| = mrω.

Definition 3.3: Kraft
Die Kraft F ist definiert als die zeitliche Änderung
des Impulses

F =
dp

dt
.

Warnung: Das ist keine Definition der Kraft, sondern
eine heuristische Beobachtung.
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Im falle, dass die Masse konstant ist, gilt

F = m
dv

dt
= ma.

In obigen Beispiel gilt somit

F (t) = −mrω2 cos(ωt)ex −mrω2 sin(ωt)ey,

und zeigt entgegengesetzt der radialen Richtung.

Für mehrere Kräfte:

F =
∑
i

Fi.

3.4.1 Kraftstoss

Wir definieren
ˆ te

ta

ṗdt = pe − pa =

ˆ te

ta

Fextdt.

Was zählt ist nicht wie stark die Kraft zu einem Zeitpunkt
ist, sondern wie gross das Integral über die Kraft ist.

Abbildung 6: Kraftstoss

Schiessen wir eine Kugel auf eine Wand, gibt es mehre-
re Möglichkeiten. Nehmen wir an, wir haben eine wei-
che Wand, so dass die Kugel von der Wand aufgenommen
wird. Folglich wird der gesamte Impuls des Massenpunktes
auf die Wand übertragen.

3.4.2 Kraft und Beschleunigung

F =
dp

dt
=

d

dt
(mv) = m

dv

dt
= ma(t).

a(t) =
1

m
F (t).

3.5 Erstes Newton’sches Gesetz
Wir gehen davon aus ptot = konst. ⇒ dptot

dt = 0. Dies
impliziert

m
dv

dt
= 0 ⇒ v = konst..

Falls keine externe Kraft auf einen Massenpunkt wirkt, so
bewegt er sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit.

Ein System in welchem das erste Newton’sche Gesetz gilt,
heißt Inertialsystem.

3.6 Das 3. Newton’sche Gesetz
actio = reactio. Wir haben zwei körper, keine externen
Kräfte.

Jede Kraft, welche Massenpunkt 1 auf Massenpunkt 2 aus-
übt, führt zu einer umgekehrten Kraft, welche Massen-
punkt 2 auf Massenpunkt 1 ausübt.

F12 = −F21.

Dies kommt davon dass ptot = p1 + p2 = konst. folglich

dptot
dt

=
dp1
dt

+
dp2
dt

= 0

F12 + F21 = 0

F12 = −F21.

Example 3.4:
Eine Kugel welche auf einem Tisch liegt, wird von der
Erde angezogen. Die Kugel drückt mit der Gewichts-
kraft auf den Tisch. Dies führt zu einer Normalkraft,
welche die Kugel wieder nach oben drückt, sodass die
Kugel auf dem Tisch liegen bleibt.

3.7 Impuls und Impulserhaltung
Wir haben eine Bahn mit zwei Kugeln mit m1,m2 und
v1,v2. Wir haben gelernt das pges = p′

ges, also

p1 + p2 = p′
1 + p′

2

∆p1 = −∆p2

⇒ ∆p1 +∆p2 = 0

.

Sei nun v2 = 0 und m1 = m2, dann folgt

v′
1 = 0, v′

2 = v1.

Ist hingegen m1 ≥ m2, so folgt, dass v′1 ≥ 0. Ähnlich für
m1 ≤ m2 folgt v′2 ≤ v1 und v′1 ≤ 0.

3.7.1 Raketenantrieb

Eine Rakete besitzt eine gewisse Massen und einen gewis-
sen Impuls.

Abbildung 7: Raketenantrieb

Sei v(t) die Geschwindigkeit der Rakete vom Beobachter.
Weiter sei u die Geschwindigkeit der ausgestossenen Gase
relativ zur Rakete. Diese ist konstant. Zuletzt sei M(t) die
Masse der Rakete welche abhängig von der Zeit ist.
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Impuls der Rakete:

p(t) = M(t)v(t)

p(t+ dt) = (M − dm)(v + dv) + dm(v − u)

= Mv +Mdv − vdm− dmdv + vdm− udm

= Mv +Mdv − udm (da dmdv sehr klein)
.

Betrachten wir die Impulsänderung während dt:

0 = p(t+ dt)− p(t) = Mdv − udm

Mdv = udm

M
dv

dt
= u

dm

dt
.

Für die Kraft folgt

F = M(t)
dv

dt
= u

dm

dt
.

Diese Kraft ist bemerkenswert konstant! Wir formen um

dv

dt
= u

1

M

dm

dt
.

Da die Rakete Treibstoff verliert, ist dM = −dm. Folglich
gilt

ˆ t

t0

dv

dt′
dt′ = u

ˆ t

t0

− 1

M(t′)

dM

dt′
dt′

v(t)− v(t0) = −u

ˆ M(t)

M0

1

M ′ dM
′

= −u

{
ln

M0 −m

M0

}
ln

M0

M0 −m
> 1 ⇒ v > u.

3.8 Anwendung der Newton’schen Geset-
ze

3.8.1 Allgemeiner Ansatz

1. Körper auswählen

2. alle Kräfte auswählen, die wirken

3. Wahl eines Koordinatensystems

4. Newton’sche Gesetze für alle Komponenten aufstel-
len

5. DGL lösen

6. Anfangsbedingungen => Integrationskonstanten.

3.9 Kontaktkräfte
Kontaktkräfte sind Kräfte, welche ziehen oder drücken.

3.9.1 Körper aufeinander

Insgesamt haben wir 5 Kräfte: Für Block A:

FA +NA = 0.

Für Block B:
FB +NB + FAB = 0.

Abbildung 8: Körper aufeinander

Zusammen gilt:

MAg +NA = 0

MBg +NB −NA = 0

MBg +NB +MAg = 0

(MA +MB)g +NB = 0

NB = −(MA +MB)g.

3.9.2 Ein hängendes Gewicht

Wir schreiben die Newtonschen Gleichungen für ein stati-
sches System auf. Folglich gilt∑

Fx = 0∑
Fy = 0.

Wenn wir die Kräfte auf das Gewicht betrachten, so gilt

FA,x + FB,x = 0

FA,y + FB,y −Mg = 0

Für die Winkel 30 und 45 Grad gilt

−
√
3

2
FA +

√
2

2
FB = 0

1

2
FA +

√
2

2
FB −Mg = 0.

Somit gilt:

FA =
2Mg

1 +
√
3

FB =

√
3

2
FA.

3.9.3 Federkraft

Die Federkraft ist gegeben durch

F = k(x− x0).

Hierbei ist x0 die Ruheposition der Feder und k die Fe-
derkonstante.

Wenn die Feder ausgelenkt wird, so wirkt die Federkraft
der Auslenkung entgegen.

mẍ = −k(x− x0)

mẍ = −kξ
d2ξ(t)

dt2
= − k

m
ξ(t).

Eine Lösung ist

ξ(t) = A sin(ωt) +B cos(ωt).
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Daraus folgt

ξ̈(t) = −ω2ξ(t) ⇒ ω =

√
k

m
.

Die Randbedingungen sind x(0) = x1 und ẋ(0) = 0.

Somit folgt x = x0 + A sin(0) + B cos(0) = B und somit
B = x1−x0. Ähnlich folgt ẋ(t) = Aω cos(ωt)−Bω sin(ωt)
und somit A = 0.

Die Lösung ist somit x(t) = x0 + (x1 − x0) cos(ωt).

3.9.4 Reibungskraft

Die Haftreibung ist gegeben durch FR ≤ µ0FN . Die Kraft
FN ist die Normalkraft.

Example 3.5: Schiefe Ebene
Auf der schiefen Ebene wirkt die Gewichtskraft Mg.
Weiter existiert eine Normalkraft FN , senkrecht auf
die Ebene, und eine Reibungskraft FR, welche der
Bewegung entgegen wirkt. Wir berechnen den Winkel
bei welchem die Masse zu rutschen beginnt.

Horizontal: FR cos(ϕ)− FN sin(ϕ) = 0

Vertikal: FN cos(ϕ) + FR sin(ϕ)−Mg = 0

Wir können die erste Gleichung betrachten und fin-
den

FR

FN
= tan(ϕ) ≤ µ0.

Die Gleitreibung ist FR = µFN

3.10 Bremsweg auf nasser Strasse
Wir nehmen an, dass FR = −κẋ.

Schreiben wir die Newton’schen Gleichungen auf:

mẍ = −κẋ.

Nennen wir α = κ
m , so folgt

v̇ + αv = 0.

Dank separieren der Variablen folgt
ˆ

1

v
dv = −

ˆ
αdt.

v(t) = v0e
−α(t−t0).

Wenn wir weiter t0 = 0 setzen, so folgt

v(t) = v0e
−αt.

Weiteres integrieren liefert

x(t) =

ˆ t

0

v(t′)dt′ = v0

ˆ t

0

e−αt′dt′ =
v0
α
(1− e−αt).

3.11 Kraftfelder
Wir betrachten eine statische Kraft F (r) ohne Zeitabhän-
gigkeit.

3.11.1 Coulombkraft

Lueg mini Elektro Notzie, die sind besser :) (Coulomb,
E-Feld...)

3.11.2 Gravitationskraft

FG(r) = −G
mM

r2
r̂.

Wir können das Gravitationsfeld definieren als

g(r) =
FG(r)

m
= −G

M

r2
r̂.

Von Newton wissen wir, dass

mam = −GN
mM

r2
r̂.

Wir können dies umformen zu

am = −GN
M

r2
r̂ = g(r).

Gemäss Newton 3 gilt auch Fm = −FM . Wir merken, dass

aM

am
=

m

M
≪ 1.

Auf der Erdoberfläche gilt

g(h) ≈ g(1− 2h

RE
).

Wenn sich ein Körper in Ruhe befindet, so ist a = 0 und
somit sumFi = FG + FN = 0. Folglich gilt

FN = −FG.

Example 3.6: Aufzug
a) Aufzug fährt los mit Beschleunigung a.

−mg + FN = maA

⇒ FN = m(g + aA) > mg.

b) Aufzug bewegt sich mit konstanter Geschwindig-
keit.

−mg + FN = 0

⇒ FN = mg.

c) Aufzug wird gebremst, ⇒ aA < 0.

FN = m(g + aA) < mg.
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Example 3.7: Raumschiff
Eine Astronatin befindet sich in einem Raumschiff,
welches um die Erde kreist.

mAaA = mAg + FN

mRaR = mRg − FN

(mA +mR)g = mAaA +mRaR.

Bezugssystem: alle Beschleunigungen betrachtet von
der Erde aus.

Unter der Annahme, Raumschiff + Astronautin be-
wegen sich zusammen folgt:

aR = aA = a

mAa = mAg = mAg + FN ⇒ FN = 0.

Auf einer kreisförmigen Umlaufbahn gilt

aR = aA =
v2

r
.

Schwerelosigkeit heisst also, dass keine Normalkraft wirkt.

Example 3.8: Erdrotation

FG + FN = FZP .

FZP = maZP =
mv2

r
êx.

r = RE cos(ϕ) ⇒ v = 2π
r

T
.

aZP = 0.034 cos(ϕ)
m

s2
.

Am Nordpol herrscht somit keine Zentripetalkraft,
am Äquator aZP = 0.034m

s2 .

Abbildung 9: Erdrotation

Komponentenweise giltFNx

0
FNz

 = m

g cos(ϕ)− aZP

0
g sin(ϕ)

 .

.

|FN | = mg

√
1− 2

aZP

g
cos(ϕ) + (

aZP

g
)2

≈ mg(1− aZP

g
cos(ϕ)).

3.12 Beschleunigte Bezugssysteme
Wir betrachten ein Koordinatensystem mit x, y und z-
Richtung und einheitsvektoren êx, êy, êz. Ein Zweites Be-
zugssystem K ′ hat den Ursprung bei R(t) in K, und ro-
tiert potentiell mit der Winkelgeschwindigkeit ω(t). Um
den Ursprung von K ′

Folglich ist

r′ = x′e′x + y′e′y + z′e′z

v′ = ẋ′e′x + ẏ′e′y + ż′e′z

a′ = ẍ′e′x + ÿ′e′y + z̈′e′z.

3.12.1 Geschwindigkeit

Wir schreiben r = R+ r′. Folglich gilt

v(t) = ṙ = Ṙ+ ṙ′.

Interessant ist ṙ′. Wir schreiben

ṙ′ =
d

dt
(x′ê′x + y′ê′y + z′ê′z)

= ẋ′ê′x + x′ ˙̂e′x + ẏ′ê′y + y′ ˙̂e′y + ż′ê′z + z′ ˙̂e′z

= ẋ′ê′x + ẏ′ê′y + ż′ê′z + xė′x + yė′y + zė′z

= v′ + u.

Wie wir bereits hergleitet haben, gilt

ė∥ = ω × e∥.

Folglich gilt für u:

u = x′ė′x + y′ė′y + z′ė′z

= x′(ω × e′x) + y′(ω × e′y) + z′(ω × e′z)

= ω × (x′e′x + y′e′y + z′e′z)

= ω × r′.

Folglich ist
v = V + v′ + ω × r′.

Wobei V = Ṙ.

3.12.2 Beschleunigung

Gleiche Aktion wie vorher

a = v̇ = V̇ + v̇′ + ω × ṙ′.

Wobei wir annehmen, dass ω zeitlich konstant ist.

Wir berechnen v̇′:

v̇′ =
d

dt
(ẋ′e′x + ẏ′e′y + ż′e′z + ω × r′)

= ẍ′e′x + ẋ′ė′x + ÿ′e′y + ẏ′ė′y + z̈′e′z + ż′ė′z + ω × ṙ′

= a′ + ω × v′.
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Für den letzten Term gilt

ω × ṙ′ = ω × (v′ + ω × r′)

= ω × v′ + ω × (ω × r′).

Insgesamt gilt somit

a = a′ +A+ 2ω × v′ + ω × (ω × r′).

Wobei A = V̇ die Beschleunigung des Ursprungs von K ′

in K ist.

Zusammenfassend:

• A: Beschleunigung von O′ bezüglich O.

• a′: Beschleunigung von m in K ′.

• ac := −2ω × v′: Rotation von K ′, Coriolisbe-
schleunigung.

• aZP := ω × (ω × r′): Rotation von K ′, Zentri-
petalbeschleunigung.

3.12.3 Scheinkräfte

In einem Inertialsystem gilt F = ma. In einem rotierenden
Koordinatensystem gilt dann, unter der Annahme, dass
die Masse nicht Koordinatensystemabhängig ist:

F ′ = m · a′.

Sinnvollerweise soll F ′ = F = ma gelten. Folglich gilt

ma = m (a′ +A+ 2ω × v′ + ω × (ω × r′))

ma′ = F ′ + (−mA) + (−2mω × v′) + (−mω × (ω × r′))

= F ′ + FT + FC + FZF .

Weiter folgt:
a′ = 0 ⇒ v′ = const.

Es kann also Kräfte geben, obwohl sich das Teilchen im
System nicht bewegt.

3.12.4 ”Echte” Kräfte und Beschleunigungen

Wir bezeichnen echte Kräfte als Kräfte, welche unab-
hängig vom Bezugssystem sind.

Im Inertialsystem gilt ae = a. Im beschleunigten System
gilt ∑

Fi = ma′ −maT −maC −maZF .

Als Beispiel dazu, betrachten wir einen fallenden Aufzug.
In ihm ist v′ = 0. Die echten Kräfte sind FG = mg. Das
system beschleunigt mit A = g. folglich gilt

Fe = mg = ma′ +mA ⇒ a′ = 0.

3.12.5 Corioliseffekt auf der Erde

Für die Coriolisbeschleunigung gilt
FC

m
= aC = −2ω × v = 2ωv × ω.

Dies wollen wir nun auf das Focault Pendel anwenden.

aC = 2v′ × (ω⊥ + ω∥) = 2v′ × ω⊥.

Folglich gilt

|aC | = 2ω⊥v
′ = 2v′ω sin(ϕ).

Die Coriolisbeschleunigung zeigt hierbei in Richtung der
Erdrotation. Wir bezeichnen mit ∆x′ die Verscheibung pro
Pendelschwingung.

4 Arbeit und Energie

4.1 Vektoranalysis
Ein Skalarfeld ist eine Funktion U : R3 → R. Diese
Funktion kann man nach x, y, z ableiten.

Ein Vektorfeld ist eine Funktion F : R3 → R3. Man
kann den Nabla-Operator ∇ definieren als

∇ =


∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 .

Nun definieren wir den Gradienten eines Skalarfeldes als

∇U =


∂U
∂x

∂U
∂y

∂U
∂z

 .

Der Gradient zeigt in Richtung des stärksten Anstiegs von
U . Die Grösse des Gradienten ist die Steigung in diese
Richtung.

Die Divergenz ist ∇ · v und ist definiert als

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

.

Das Ergebnis ist ein Skalarfeld.

Die Rotation ist ∇× v und ist definiert als

∇× v =


∂
∂yvz −

∂
∂z vy

∂
∂z vx − ∂

∂xvz

∂
∂xvy −

∂
∂yvx

 .

Theorem 4.1: Satz von Gauss

˚
V

∇ · vdV =

‹
∂V

v · dA.

Theorem 4.2: Satz von Stokes

¨
A

∇× v · dA =

˛
∂A

v · ds.
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Example 4.3:
Annahme: v(r) = A · r Kugel:

¨
∂V

v · dA =

˚
V

∇ · vdV

= Ar

¨
∂V

dA

= 4πR3A.

Ähnlich können wir die Divergenz berechnen:

∇ · v =
∂

∂x
(Ax) +

∂

∂y
(Ay) +

∂

∂z
(Az)

= 3A.

Integrieren wir dies über das Volumen der Kugel, so
erhalten wir˚

V

∇ · vdV = 3A

˚
V

dV

= 3A
4πR3

3

= 4πR3A.

Example 4.4:
Sei u(r) = A

r2 er. Das selbe wie vorher, wir betrachten
erneut eine Kugel.

‹
∂V

u · dA =

‹
∂V

A

R2
erdA

=
A

R2

‹
∂V

dA

= 4πA.

Für die Divergenz berechnen wir

∇ · u =
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y
+

∂uz

∂z

= A

(
∂

∂x

x

r3
+

∂

∂y

y

r3
+

∂

∂z

z

r3

)
= A

(
1

r3
− 3x2

r5
+

1

r3
− 3y2

r5
+

1

r3
− 3z2

r5

)
= A

(
3

r3
− 3r2

r5

)
= 0.

Wir wissen dass ∇ · u = 4πδ (r).

Folglich gilt
˚

V

∇ · udV = A

˚
V

4πδ (r) dV

= 4πA

˚
V

δ (r) dV

= 4πA.

4.2 Arbeit, Leistung
Gegeben sei ein Massenpunkt m auf den eine Kraft F
wirkt.

Definition 4.5: Arbeit
Die Arbeit die von der Kraft F entlang eines Weges
C verrichtet wird ist

W =

ˆ r2(Γ)

r1(Γ)

F · ds.

Wir können die Arbeit dW auch schreiben als

dW = F · ds = F∥ds = F cos(α)ds.

Example 4.6: gleichförmige Kreisbewegung

Es wirkt die Zentripetalkraft F = −m v2

R er. Das ds
ist gegeben durch ds = vdt ⊥ F . Folglich gilt

W = F · ds = 0.

4.2.1 Leistung

Die Leistung ist definiert als

Definition 4.7: Leistung
Die Leistung ist die Arbeit pro Zeit

P =
dW

dt
= F · v.

4.3 Kinetische Energie
Unter Annahme, dass die Masse konstant ist, gilt

W =

ˆ r2

r1

F · dr = m

ˆ r2

r1

dv

dt
· dr = m

ˆ t2

t1

v̇ · vdt.

Folglich gilt

W = m

ˆ v2

v1

v · dv =
m

2
(v22 − v21) =

m

2
v22 −

m

2
v21 .

Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 4.8: Kinetische Energie
Die kinetische Energie eines Massenpunktes ist
definiert als

T =
1

2
mv2 =

p2

2m
.

Folglich gilt für die Arbeit

W = T (v2)− T (v1) = ∆T.

4.4 Potentielle Energie und konservative
Kräfte

Gegeben sei F (r) ein Kraftfeld. Gibt es ein U(r) so dass
F (r) = −∇U(r), so nennen wir F eine konservative
Kraft und U das zugehörige Potential.

Für die Arbeit gilt dann

W =

ˆ r2

r1

F ·dr =

ˆ r1

r2

∇U ·dr = U(r1)−U(r2) = −∆U.
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Folglich ist die geleistete Arbeit unabhängig vom Weg, nur
die Anfangs- und Endpunkte zählen.

Die Wegunabhängigkeit der Arbeit in einem Kraftfeld ist
gegeben durch
˛
C

F · dr = −
˛
C

(∇U) · dr = −
¨

A

(∇×∇U) · dA = 0.

Im allgemeinen gilt für ein ein Skalarfeld folgendes:

Theorem 4.9:
Für jedes Skalarfeld U(r) gilt

∇×∇U = 0.

Bemerkung: Wenn U ein Potential von F ist, so gilt, dass
U + const auch ein Potential für F .

Foglich ist U abhängig von der Wahl des Nullpunkts.

Definition 4.10: Potentielle Energie
Die potentielle Energie eines Massenpunktes in
einem konservativen Kraftfeld ist definiert als

U(r) = −
ˆ r

r0

F (r′) · dr′.

Wobei r0 der Nullpunkt der potentiellen Energie ist.

Die geleistete Arbeit ist somit

W = −∆U.

Für die potentielle Energie des Zentralfeldes gilt

Theorem 4.11: Gravitationspotential
Das Gravitationspotential eines Massenpunktes M
ist

U(r) = −G
mM

r
+ U0.

Wobei G die Gravitationskonstante ist.

U0 wird so gewählt, dass U(r → ∞) = 0. Folglich ist
U0 = 0.

Wenn wir die Kraft berechnen, so gilt

F = −∇U = −GmM∇
(
1

r

)
= −G

mM

r2
er.

Wann ist ein Kraftfeld konservativ?

Theorem 4.12:
Ein Kraftfeld F (r) ist konservativ, wenn eine der fol-
genden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

• ∃U(r) : F (r) = −∇U(r)

•
¸
C
F · dr = 0 für jeden geschlossenen Weg C.

• ∇×F = 0 in einem einfach zusammenhängen-
den Gebiet.

4.5 Energieerhaltung
Wir kombinieren die Arbeit- und Energiebegriffe für po-
tentielle und kinetische Energie:

W =
1

2
mv22 −

1

2
mv21 = U(r1)− U(r2).

Anders geschrieben:

1

2
mv21 + U(r1) =

1

2
mv22 + U(r2) = Eges.

Wenn ein Massepunkt ruht, dann wirkt auf ihn keine re-
sultierende Kraft. Folglich ist die potentielle Energie an
diesem Punkt extremal.

Für ein system, welches beschrieben wird durch

F (r, t) = γf(r, t),

wird f als spezifische Kraft bezeichnet. Das dazugehö-
rige Potential wird als spezifisches Potential bezeich-
net:

U(r, t) = γV (r, t).

Falls in einem System konservative Kräfte FK und nicht-
konservative Kräfte FNK wirken, so gilt

W =

ˆ r2

r1

FK · dr︸ ︷︷ ︸
=−∆U

+

ˆ r2

r1

FNK · dr = T2 − T1︸ ︷︷ ︸
=∆T

.

Folglich ist der Energieverlust durch nicht-konservative
Kräfte

ˆ r2

r1

FNK · dr = ∆T +∆U = ∆Eges.

4.6 Beispiel: Eindimensionaler Stoss
Gegeben sind zwei Massenpunkte m1 und m2 mit v1 und
v2 = 0. Wir betrachten einen elastischen Stoss.

m1 m2
v1

Abbildung 10: Vor dem Stoss

Diese Situation wird durch Impuls- und Energieerhaltung
beschrieben:

m1v1 = m1v
′
1 +m2v

′
2 (Impulserhaltung)

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 (Energieerhaltung).

Lösen der Gleichungen liefert

v′2 =
2v1m2m1

m1m2 +m2
2

= 2v1
1

1 + m2

m1

.

Und Ähnlich
v′1 = v1

m1 −m2

m1 +m2
.

Im Spezialfall m1 = m2 folgt v′2 = v1 und v′1 = 0.
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5 Drehbewegungen
Wir haben einen Massenpunkt m auf einer Kreisbahn mit
Radius r und tangentialer Geschwindigkeit v.

m

v

r

Abbildung 11: Massenpunkt auf Kreisbahn

5.1 Drehimpuls
Wir definieren den Drehimpuls L als

Definition 5.1:
Der Drehimpuls eines Massenpunktes ist definiert
als

L = r × p = m(r × v).

Die zetliche Ableitung des Drehimpulses ist die Frage nach
einer Erhaltungsgrösse.

L̇ =
d

dt
(r × p) = ṙ × p+ r × ṗ

=
vm

m
× p+ r × ṗ =

1

m
p× p︸ ︷︷ ︸

=0

+r × F

= r × F .

Diese neue grösse definieren wir als Drehmoment:

Definition 5.2: Drehmoment
Das Drehmoment ist definiert als

M = r × F .

5.1.1 Drehimpuls bei Kreisbewegung

Wir wissen, dass v = ω × r. Folglich gilt

L = mr × v = mr × (ω × r)

= m(ω(r · r)− r(r · ω))

= mr2ω (da r ⊥ ω).

5.1.2 Geometrische Interpretation der Drehim-
pulserhaltung

Wir fragen uns welche Fläche der Vektor L beschreibt.

dA =
1

2
(r × (r + dr)) =

1

2
(r × dr)

=
1

2
(r × vdt) =

1

2m
Ldt.

Folglich gilt Ȧ = 1
2mL.

Physikalisch sind Drehmoment und Drehimpuls axiale
Vektoren, d.h. sie ändern ihr Vorzeichen nicht bei Spie-
gelung des Koordinatensystems am Ursprung.

5.2 Energie bei Drehbewegungen
Wir betrachten wieder einen Massenpunkt m auf einer
Kreisbahn mit Radius r und tangentialer Geschwindigkeit
v. Es gilt

T =
1

2
mv2 =

1

2
mr2ω2.

Für den Drehimpuls gilt

L = rp = rmv = ωmr2.

Folglich können wir die kinetische Energie auch schreiben
als

T =
L2

2mr2
.

Die Grösse mr2 wird als Trägheitsmoment bezeichnet
und wird später eine wichtige Rolle spielen.
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6 Vielteilchensysteme
Gegeben sei ein System von N Massenpunkten mit Massen
mi und Positionen ri. Für mir̈i =

∑
k ̸=i Fik + F ext

i

Summieren wir über alle Teilchen:

N∑
i=1

mir̈i =

N∑
i=1

∑
k ̸=i

Fik +

N∑
i=1

F ext
i︸ ︷︷ ︸

Fext

.

Durch Actio = Reactio gilt Fik = −Fki, folglich heben
sich die inneren Kräfte auf:

Fext =
d2

dt2

(
N∑
i=1

miri

)
.

Die Gesamtmasse ist mtot =
∑N

i=1 mi.

Es gilt also

Fext =
d2

dt2

(
mtot

∑N
i=1 miri∑N
i=1 mi

)
.

Wir definieren den Schwerpunkt als

rS =

∑N
i=1 miri∑N
i=1 mi

.

Die Bewegungsgleichung für den Schwerpunkt lautet also

mtotr̈S = Fext.

6.1 Labor- und Schwerpunktsystem
Das Schwerpunktsystem ist definiert als das Koordi-
natensystem, in dem der Schwerpunkt ruht, also rS = 0.

Es sei nun ri = rS + r∗i .

Es gilt:

rS =
1

mtot

N∑
i=1

mi(rS + r∗i )

= rS +
1

mtot

N∑
i=1

mir
∗
i

0 =

N∑
i=1

mir
∗
i .

Für das Drehmoment durch die Schwerkraft gilt:

N∑
i=1

Mi =

N∑
i=1

(r∗i × Fi)

=

(
N∑
i=1

mir
∗
i

)
× g = 0.

6.2 Linear- und Drehbewegung
Für die Geschwindigkeit eines Massenpunktes im Labor-
system gilt:

vi = ṙi = ṙS + ṙ∗i = vS + v∗
i .

Im Laborsystem gilt für den Impuls:

pi = mivi = mi(vS + v∗
i ) = mivS + p∗

i .

Wir haben gelernt dass

N∑
i=1

mir
∗
i = 0.

Ableiten nach der Zeit liefert
N∑
i=1

miv
∗
i =

N∑
i=1

p∗
i = 0.

Für die Energie im Laborsystem gilt:

T =

N∑
i=1

1

2

p2
i

mi

=

N∑
i=1

1

2mi
(mivS + p∗

i )
2

=

N∑
i=1

1

2mi
(m2

i v
2
S + 2mivS · p∗

i + p∗2
i )

=

N∑
i=1

p∗2
i

2mi
+

N∑
i=1

1

2
miv

2
S + vS ·

N∑
i=1

p∗
i︸ ︷︷ ︸

=0

=

N∑
i=1

p∗2
i

2mi
+

1

2
mtotv

2
S = T ∗ + TS .

Für den Drehimpuls im Laborsystem gilt:

L =

N∑
i=1

ri × pi

=

N∑
i=1

(rS + r∗i )× (mivS + p∗
i )

=

N∑
i=1

(rS ×mivS + rS × p∗
i + r∗i ×mivS + r∗i × p∗

i )

= rS ×mtotvS + rS ×
N∑
i=1

p∗
i︸ ︷︷ ︸

=0

+

(
N∑
i=1

mir
∗
i

)
︸ ︷︷ ︸

=0

×vS

+

N∑
i=1

r∗i × p∗
i

= rS ×mtotvS +L∗

= LS +L∗.

Dabei wird L∗ als Eigendrehimpuls oder Spin bezeich-
net und LS als Bahndrehimpuls.

Betrachten wir das Drehmoment der interagierenden Teil-
chen. Aufgrund Actio = Reactio folgt, dass dieses Null ist.
Es folgt der folgende Satz

Theorem 6.1: Drallsatz
Für ein Beliebiges System gilt:

d

dt
L = Mext.
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Für die Gültigkeit des Drallsatzes muss L und Mext be-
züglich des gleichen Punktes O.

6.3 Erhaltungssätze für N-Teilchen Syste-
me

Wir beginnen mit dem Schwerpunktsatz:
dps

dt
=
∑

Fext = Fext.

Für den Impulssatz folgt:
N1∑

pi =

N2∑
p′
i.

Für den Drehimpulssatz folgt: Drehmomente, welche von
internen Kräfte hervorgerufen wurden, heben sich auf.

Es folgt:
L̇ = Mext.

Der mechanische Energiesatz lautet besagt, dass die ge-
samte mechanische Energie erhalten bleibt.

Etot = T +Uint +Uext =

N∑
i=1

1

2
miv

2
i +Uint +Uext = konst.

6.4 Zweiteilchensystem
Als erstes wollen wir uns den Ortsvektor im Schwerpunkt-
system anschauen. Für den Ortsvektor des Schwerpunkts
gilt:

rS =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

.

Folglich gilt für Teilchen 1 im Schwerpunktsystem:

r∗1 = r1 − rS = r1 −
m1r1 +m2r2
m1 +m2

=
m2

m1 +m2
(r1 − r2).

Analog gilt für Teilchen 2:

r∗2 = r2 − rS = − m1

m1 +m2
(r1 − r2).

Im Spezialfall m1 = m2 gilt also r∗1 = −r∗2 .

Für die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem gilt:

v∗
1 =

m2

m1 +m2

˙r12︸︷︷︸
v12

.

v∗
2 = − m1

m1 +m2
v12.

Für den Impuls im Schwerpunktsystem gilt somit:

p∗
1 = m1v

∗
1 =

m1m2

m1 +m2
v12

p∗
2 = m2v

∗
2 = − m1m2

m1 +m2
v12.

Zur vereinfachten Notation definieren wir die reduzierte
Masse

Definition 6.2: Reduzierte Masse
Die reduzierte Masse ist definiert als

µ =
m1m2

m1 +m2
.

Somit gilt auch

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
.

6.5 Vom Labor ins Schwerpunktsystem
Das Schwerteilchensystem ist wesentlich einfacher zu be-
handeln als das Laborsystem. Für die Relative Geschwin-
digkeit gilt:

v12 = v1 − v2 = p1/m1 − p2/m2.

Somit gilt für den Impuls im Schwerpunktsystem:

p∗
1 = µv12 = µ

(
p1

m1
− p2

m2

)
p∗
2 = −µv12 = −µ

(
p1

m1
− p2

m2

)
.

Wir können nun die Bewegungsgleichungen im Schwer-
punktsystem aufstellen.

m1v̇1 = F12

m2v̇2 = F21 = −F12

d

dt
(v1 − v2) =

1

µ
F12

µv̇12 = F12.

Wir haben also mathematisch eine Bewegungsgleichung
für ein Teilchen mit Masse µ.

6.6 Beispiele
Ein klassisches Beispiel ist das Mond-Erde System. Sei R
der Abstand zwischen Erde und Mond. Dann gilt für den
Schwerpunkt:

rS =
mErE +mMrM

mE +mM
.

Und wir finden für die Positionen im Schwerpunktsystem:

rE =
mM

mE +mM
R

rM =
mE

mE +mM
R.

6.7 Teilchenstösse
Wir errinnern uns an den zentralen zweiteilchenstoss. Folg-
lich findet die Bewegung in einer Dimension statt. Seien
die Geschwindigkeiten vor dem Stoss vi und nach dem
Stoss ui.

vi =

vi
0
0

 , ui =

ui

0
0

 .

Aus Impuls und Energieerhaltung folgt:

m1v1 + 0 = m1u1 +m2u2 (Impulserhaltung)
1

2
m1v

2
1 + 0 =

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2 (Energieerhaltung).

Lösen der Gleichungen liefert

u1 =
m1 −m2

m1 +m2
v1

u2 =
2m1

m1 +m2
v1.
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Betrachten wir nun einen allgemeinen 2-Teilchen Stoss.
Hierbei unterscheidet man zwischen zwei Dingen, der Ki-
nematik und der Dynamik. Wir betrachten dabei den Sto-
ss im Schwerpunktsystem.

Der kinematische Teil beschäftigt sich damit, den Impuls
und die Energie abhängig vom Winkel zu bestimmen.

Ohne Spin (= Magnetisches Moment) der Teilchen, findet
der gesamte Stossprozess in einer Ebene statt. Folglich ge-
nügt ein Streuwinkel θ.

Die Dynamik beschäftigt sich damit, wie viele Streuer-
eignisse pro Winkel auftreten. Dies wird mit einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung dΓ

dp . Wobei

ˆ
dΓ

dp
dp = 1.

Wir wollen uns nun mit den kinematischen Aspekten be-
schäftigen. Es muss gelten:

p∗
1 + p∗

2 = p∗
3 + p∗

4

E∗
1 + E∗

2 = E∗
3 + E∗

4 .

Mögliche weitere interne Prozesse beschreiben wir mit Q,
der Wärmetönung. Folglich wird die Energieerhaltung
zu

E∗
1 + E∗

2 = E∗
3 + E∗

4 −Q.

7 Gravitationstheorie

7.1 Newtonsche Gravitationstheorie
Wir haben bereits gesehen, dass das Gravitationspotential
gegeben ist durch

U(r) = −G
m1m2

r
.

Das dazugehörige Kraftfeld ist

F (r) = −∇U(r) = −G
m1m2

r2
r̂.

7.2 Himmelsmechanik

Sonne

Erde
r

v

Wir haben für den Schwerpunkt:

s =
mr +MR

m+M
.

Ableiten nach der Zeit zeigt, dass der Schwerpunkt sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Folglich betrach-
ten wir die Bewegung im Schwerpunktsystem. Weiter neh-
men wir an, dass keine externen Kräfte und Drehmomente
wirken.

Wir treffen des weiteren die Annahme, dass M ≫ m und
vm ≫ vM (Sonne-Erde System).

Wir wollen nun zeigen, dass die Bahnkurve eine Ellipse
ist.

In unserem System gilt Drehimpulserhaltung da kein ex-
ternes Drehmoment wirkt.

Ltot = r ×mv = konst.

Dies bedeutet, dass alles auf eine Ebene Senkrecht zu Ltot
stattfindet. Wie wir bereits gesehen haben, gilt

dA =
1

2
(r × dr) =

1

2m
Ltotdt.

Folglich ist die Flächengeschwindigkeit Ȧ konstant. Dies
ist das zweite Keplersche Gesetz.

Theorem 7.1: Zweites Keplersches Gesetz
Der Fahrstrahl des Planeten überstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flächen.

Die Bewegungsgleichung benötigt zuerst zwei Koordina-
ten.

x = r cosφ = r(t) cosφ(t)

y = r sinφ = r(t) sinφ(t).

Für die Geschwindigkeit v gilt:

v2 = ẋ2 + ẏ2

= (ṙ cosφ− r sinφφ̇)2 + (ṙ sinφ+ r cosφφ̇)2

= ṙ2 + r2φ̇2.
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Wir haben weiter den Energieerhaltungssatz:

E =
1

2
mv2 −GN

mM

r
= konst

=
1

2
m
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
−GN

mM

r

=
1

2
m(ṙ2 +

L2

m2r2
)−GN

mM

r
.

Ziel ist es nun, r(t) zu bestimmen. Wir führen dazu fol-
gende Abkürzungen ein:

a = −GN
mM

2E
(Länge)

ε2 = 1 +
2EL2

G2
NM2m3

(Dimensionslos).

Lösen nach ṙ liefert:

ṙ =

√
GNM

a

1

r

√
a2ε2 − (r − a)2.

Diese Differentialgleichung lösen wir durch Trennung der
Variablen:ˆ

rdr√
a2ε2 − (r − a)2

=

√
GNM

a

ˆ
dt =

√
GNM

a
t+ C.

Wir verwenden die folgenden Substitution:

r = a(1− ε cosα)

dr = aε sinαdα.

Das Integral auf der linken Seite wird zu:ˆ
a(1− ε cosα)dα = a(α− ε sinα) + C.

Folglich gilt:

α− ε sinα =

√
GNM

a3
t+ C := µ.

Gehen wir nun zurück zum Drehimpulssatz, φ̇ = L
mr2 . Wir

schreiben
dφ

dt
=

dφ

dα

dα

dt
=

L

ma2(1− ε cosα)2

⇒ dφ

dα
=

L

ma2(1− ε cosα)2
dt

dα

=

√
1− ε2

1− ε cosα
.

Lösen dieser Differentialgleichung liefert:

cosφ =
cosα− ε

1− ε cosα
.

Kombinieren dieser Gleichung mit derjenigen für r(α) lie-
fert die Bahnkurve:

r(φ) =
a(1− ε2)

1 + ε cosφ
=

p

1 + ε cos
.

Wobei p := a(1− ε2)

Diese Bahnkurve beschreibt eine Ellipse für 0 ≤ ε < 1,
einen Parabelast für ε = 1 und eine Hyperbel für ε > 1.

Wir folgern:

Theorem 7.2: Erste Keplersche Gesetz
Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren ei-
nem Brennpunkt die Sonne steht.

7.3 Das effektive Gravitationspotential
Wir errinnern uns dass für die Energie gilt:

E =
1

2
mṙ2 +

(
L2

mr2
−GN

mM

r

)
︸ ︷︷ ︸

Veff(r)

.

Wenn wir am Minimum des effektiven Potentials sind, be-
findet sich der Körper auf einer Kreisbahn. Ist die Energie
größer als das Minimum, aber kleiner als Null, so befindet
sich der Körper auf einer elliptischen Bahn. Ansonsten ist
die Bahn offen (Parabel oder Hyperbel).

Das Minimum der potentiellen Energie liegt bei rmin. Es
gilt:

Eeff
p = −A

r
+

B

r2
mit A,GNmM,B =

L2

m
dEeff

p

dr
= 0 ⇒ rmin =

2B

A
=

L2

GNm2M
.

Für die totale Energie am Minimum E(r = rmin) gilt:

Emin =
1

2
mṙ2 + Eeff

p (rmin)

= 0− A2

4B
= −G2

Nm3M2

2L2
.

Wir errinnern uns, dass

ε2 = 1 +
2EL2

G2
NM2m3

.

Setzen wir E = Emin, so erhalten wir:

ε2 = 1− 1 = 0.

Folglich befinden wir uns effektiv auf einer Kreisbahn.

7.4 Gravitationsfeld ausgedehnter Kör-
per

Wir betrachten zunächst eine Kugelschale mit Radius R
und breite dR. Wir machen zunächst einige Symmetrie-
überlegungen. Die Massendichte der Schale ist gegeben
durch

ρ =
dM

dV
= konst.

Aufgrund der Kugelsymmetrie arbeiten wir in Kugelkoor-
dinaten. Es gilt:

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ.

Wir können also schreiben dV = r2drdφd cos θ. Folglich
gilt für das Gravitationsfeld:

d3g = GNd3m
r − a

|r − a|3
.

Wobei r gegeben ist als:

r =

r sin θ cosφ
r sin θ sinφ

r cos θ

 , |r − a| =
√
r2 + a2 − 2ar cos θ.
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Definieren wir nun, ξ = a
r < 1, so gilt:

|r − a| = r
√

1− 2ξ cos θ + ξ2.

Das Feld des Massenelements d3m am Ort a ist gegeben
durch:

d3g =
GN

r2
ρ(d cos θdrdφ)

(1− 2ξ cos θ + ξ2)3/2

sin θ cosφ
sin θ sinφ
cos θ − ξ

 .

Integrieren wir nun über φ von 0 bis 2π, so verschwinden
die x und y Komponenten aufgrund der Symmetrie.

d2g = GN
2πd cos θdr

(1− 2ξ cos θ + ξ2)3/2

 0
0

cos θ − ξ

 .

Integration über θ von −1 bis 1 liefert:

dgz = 2πρGNdr

ˆ 1

−1

cos θ − ξ

(1− 2ξ cos θ + ξ2)3/2
d cos θ.

Wir substituieren u =
√
1− 2ξ cos θ + ξ2. Folglich gilt

du =
ξd cos θ

u
⇒ d cos θ =

udu

ξ
.

Schlussendlich ist cos θ = 1+ξ2−u2

2ξ .

Das Integral wird zu:

dgz = −2πρGNdr

ˆ 1−ξ

1+ξ

1− ξ2 − u2

2ξ2
du

= πρG N
ξ2
dr

ˆ 1+ξ

1−ξ

1− ξ2

u2
− 1du

= −πρGN

ξ2

[
1− ξ2

u
+ u

]1+ξ

1−ξ

dr

= 0.

Betrachten wir nun das Feld ausserhalb der homogenen
Kugelschale. Also der Fall ξ > 1. Ausrechnen liefert

dgz = −4πρGN

ξ2
dr = −GN

dM

a2
.

Dieser Ausdruck ist unabhängig von r, solange a > r.

Das Feld einer massiven Kugel mit homogener Massenver-
teilung ist also

g(r) =
GN

r2

ˆ r

0

dm

=
GN

r2

ˆ r

0

4πr′2ρdr′

=
4π

3
ρGNr.

Dies gilt allerdings nur für r < R. Für r > R gilt:

g(r) = −GN
M

r2
.

Betrachten wir nun einen Galaxiestern. Dazu betrachten
wir eine Galaxie welche eine flache Scheibe mit homogener

rg(r)

Abbildung 12: Gravitationsfeld einer homogenen Kugel

Flächendichte σ ist. Unsere Annahme ist, dass im Galaxie-
kern die Kraft FG = GN

mM
R3 r Weiter ist die Zentripetal-

kraft FZ = mv2

r . Für eine Kreisbahn müssen diese Kräfte
gleich sein:

GN
mM

R3
r = m

v2

r

⇒ v(r) =

√
GN

M

R3
r ∝ r.

Wir würden also erwarten, dass die Geschwindigkeit im
Galaxiekern linear mit dem Abstand zum Zentrum an-
steigt.

Ausserhalb des Kerns ist die Kraft F ∝ 1
r2 . Folglich gilt:

GN
mM

r2
= m

v2

r

⇒ v(r) =

√
GN

M

r
∝ 1√

r
.

Wir sehen also, dass die Geschwindigkeit im Kern linear

Abbildung 13: Erwartete Rotationskurve einer Galaxie vs.
gemessene Rotationskurve

ansteigt und ausserhalb des Kerns wieder abfällt. Messun-
gen zeigen jedoch, dass die Geschwindigkeit ausserhalb des
Kerns konstant bleibt (siehe Abbildung 13). Dies deutet
darauf hin, dass es ausserhalb des Kerns noch Materie ge-
ben muss, welche die Gravitation beeinflusst.
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8 Dynamik des starren Körpers
Bisher haben wir uns 1 Massenpunkt betrachtet. Ansch-
liessend haben wir viele Massenpunkte betrachtet. Nun
wollen wir eine kontinuierliche Massenverteilung betrach-
ten. Im Allgemeinen ist dies sehr kompliziert. Wir betrach-
ten deshalb den starren Körper.

8.1 Massenschwerpunkt
Wenn wir ein System von N Massenpunkten haben, so ist
der Massenschwerpunkt gegeben durch:

rs =

∑N
i=1 miri∑N
i=1 mi

=
1

M

N∑
i=1

ri{ρ(ri)∆Vi}.

Beim Grenzübergang zu einer kontinuierlichen Massenver-
teilung geht die Summe in ein Integral über das Volumen
V des Körpers über:

rs =
1

M

ˆ
M

rdm =
1

M

˚
V

rρ(r)dV.

Example 8.1: Kreiskegel
Bestimme den Massenschwerpunkt eines homogenen
Kreiskegels.

h

r

Solution. Für den Radius auf einer Höhe z gilt:

r(z) =
R

h
(h− z).

Das Volumen des Kegels ist gegeben durch:

V =

˚
V
dV =

ˆ
πr2dz

=

ˆ h

0
π

(
R

h
(h− z)

)2

dz =
1

3
πR2h.

Für die Massendichte gilt also

ρ =
M

V
=

3M

πR2h
.

Für den Schwerpunkt gilt also:

zs =
1

M

˚
V
zρdV =

ρ

M

ˆ h

0
zπr2dz

=
ρ

M

ˆ h

0
zπ

(
R

h
(h− z)

)2

dz

=
3

h3

ˆ h

0
z(h− z)2dz =

3

h3

[
h2z2

2
−

2hz3

3
+

z4

4

]h
0

=
3

h3
·
h4

12
=

h

4
.

8.2 Kräfte und Drehmomente
Gegeben sei ein starrer Körper mit einem Drehpunkt O
und einer Kraft F am Punkt P . Für das Drehmoment M

O

P

F

Wirkungslinie

r⊥

Abbildung 14: Kraft auf starren Körper

um den Punkt O gilt:

M = r × F = r⊥F .

Wir sehen nur der Senkrechte Anteil von r zur Kraft F
trägt zum Drehmoment bei. Egal auf welchem Punkt die-
ser Wirkungslinie die Kraft angreift, das Drehmoment
bleibt gleich.

Wenn wir Kräfte addieren, so unterscheiden wir 3 Fälle:

1. Die Kräfte greifen am selben Punkt an. Dann addie-
ren wir die Kräfte vektoriell.

2. Die Kräfte greifen an verschiedenen Punkten an.
Dann verschieben wir die Kräfte entlang ihrer Wir-
kungslinie zum selben Punkt und addieren die Kräf-
te vektoriell. Dieses Verfahren funktioniert nur,
wenn die Vektoren nicht parallel sind.

3. Wenn beide Kräfte parallel sind, so führen wir ein
verschwindendes Kräftepaar ein. Dann können wir
erneut die zweite Variante anwenden.

Abbildung 15: Kraftaddition bei starren Körpern

Wenn wir nun das Drehmoment betrachten, so ist der
Drehpunkt wichtig. Wir errinnern uns, dass das Drehmo-
ment ein axialer Vektor ist.
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Bei einem Kräftepaar mit F1 = −F2 gilt für das Drehmo-
ment des Gesamtsystemes:

M = r1 × F1 + r2 × F2 = (r1 − r2)︸ ︷︷ ︸
r12

×F1 = r12⊥ × F1.

Wenn nun viele Kräfte dann ist Mres =
∑

i ri⊥ × Fi.

8.3 Statisches Gleichgewicht
Ein statisches Gleichgewicht liegt vor, wenn

Fres = 0

Mres = 0.

Wichtig ist, dass die zweite Bedingung für alle Drehpunkte
gelten muss. Falls die 1. Bedingung erfüllt ist, so reicht es,
wenn die 2. Bedingung für einen Punkt erfüllt ist.

Das Drehmoment, welches aufgrund der Schwerkraft auf
einen starren Körper wirkt, ist gegeben durch:

M =

N∑
i=1

(r∗i × Fi)

=

N∑
i=1

(r∗i ×mig)

=

(
N∑
i=1

mir
∗
i

)
× g

= 0.

Da wir im letzten Schritt den Massenschwerpunkt als Be-
zugspunkt gewählt haben.

8.4 Lineare und Drehbewegung, Träg-
heitstensor

Einen Massenpunkt kann nur Translation ausführen. Folg-
lich hat er 3 Freiheitsgrade. Ein starrer Körper kann zu-
sätzlich noch rotieren. Folglich hat er insgesamt 6 Frei-
heitsgrade.

Betrachten wir zunächst eine Rotation in 2 Dimensionen.
Zum einen ist dann

cos θ =
x

r

sin θ =
y

r
.

Zum anderen ist aber

r = r cos(θ − φ)x̂+ r sin(θ − φ)ŷ

= r cos θ cosφ+ r sin θ sinφx̂+

− r sin θ cosφ+ r cos θ sinφŷex = cosφx̂+ sinφŷ

ey = − sinφx̂+ cosφŷ.

Folglich ist (
x
y

)
=

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
x′

y′

)
.

Im Dreidimensionalen würde dies Matrix dann so ausse-
hen: x′

y′

z′

 =

 cosφ sinφ 0
− sinφ cosφ 0

0 0 1

x
y
z

 .

Unser Ziel ist es nun, die Bewegung des starren Körpers
zu beschreiben.

Für den Gesamtimpuls des Systemes wenn es sich nicht
dreht gilt:

p =

N∑
i=1

∆mivi = Mvs.

Gehen wir nun über in den Grenzübergang zu einer kon-
tinuierlichen Massenverteilung, so gilt:

p =

ˆ
vdm =

˚
vsρ(r)dV = Mvs.

Für die kinetische Energie gilt also

T =
1

2

N∑
i=1

∆miv
2
i =

1

2
Mv2s .

Das selbe gilt im Grenzübergang.

Betrachten wir nun die Rotation. Für den Gesamtdrehim-
puls des starren Körpers gilt:

L = L∗ + rs × ps

dL

dt
= Mext.

Die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunktes ist gegeben
durch:

vi = vs + v∗
i = vs + ω × r∗i .

Für die kinetische Energie gilt also

T =
1

2

N∑
i=1

mi{vs + ω × r∗i }2

=
1

2
v2
sM + vs{ω ×

N∑
i=1

mir
∗
i︸ ︷︷ ︸

=0

}+ 1

2

N∑
i=1

mi{ω × r∗i }2

=
1

2
Mv2s +

1

2

N∑
i=1

mi{ω × r∗i }2

= Ts + T ∗.

Betrachten wir nun eine Rotation um eine starre Achse.
Um dies zu beschreiben, führen wir das Trägheitsmoment
ein

Definition 8.2: Trägheitsmoment
Das Trägheitsmoment JA eines starren Körpers
bezüglich einer Achse A ist definiert als:

JA =

N∑
i=1

mir
2
i⊥.

Im Grenzübergang zu einer kontinuierlichen Massen-
verteilung gilt:

JA =

ˆ
M

r2⊥dm =

˚
V

r2⊥ρ(r)dV.
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Es gilt:

L∥,i = ri × pi = mi(ri⊥ × vi) = mir
2
i⊥ωêω.

Folglich ist der Gesamtdrehimpuls:

L∥ =

N∑
i=1

L∥,i =

(
N∑
i=1

mir
2
i⊥

)
ωêω = JAω.

Die Rotationsenergie lässt sich nun auch schreiben als:

T ∗ =
1

2

N∑
i=1

mi{ω × r∗i }2 =
1

2
ω2

N∑
i=1

mir
2
i⊥ =

1

2
JAω

2.

Letzenendes gilt für das Drehmoment:

Mi =
dLi

dt
= ∆mi(ri⊥ × ai +

dri⊥
dt

× vi)

= ri⊥ × dpi

dt
= ri⊥ × Ft.

Weiter wissen wir, dass

dL∥i

dt
= JA

dω

dt
= M∥i..

Das Gesamtdrehmoment ist also:

M∥ = JA
dω

dt
= JA

d2φ

dt2
êω.

Berechnen wir nun ein paar Trägheitsmomente. Im folgen-
den gehe die Drehachse durch den Massenschwerpunkt.

Example 8.3: Dünnwandiger Zylinder
Für einen dünnwandigen Zylinder der Masse M und
des Radius R gilt für die Drehachse entlang der Sym-
metrieachse:

Jz =

ˆ
r2⊥dm =

ˆ
R2dm = R2M.

Example 8.4: Massiver Zylinder
Für den gleichen Zylinder, aber massiv gilt:

Jz =

ˆ
r2⊥dm =

ˆ R

0

r2(ρ2πrLdr) =
1

2
MR2.

Example 8.5: Hohlzylinder
Für einen Hohlzylinder mit innerem Radius R1 und
äusserem Radius R2 gilt:

Jz =

ˆ
r2⊥dm =

ˆ R2

R1

r2(ρ2πrLdr)

= ρ2πL
R4

2 −R4
1

4
=

1

2
M

R4
2 −R4

1

R2
2 −R2

1

=
1

2
M(R2

1 +R2
2).

Example 8.6: Massive Kugel
Für eine massive Kugel der Masse M und des Radius
R gilt:

Jz =

˚
r2⊥ρdV

= ρ

ˆ R

−R

dz

ˆ √
R2−z2

0

r2⊥(r⊥dr⊥)

ˆ 2π

0

dφ

= 2πρ

ˆ R

−R

dz

ˆ √
R2−z2

0

r3⊥dr⊥

= 2πρ

ˆ R

−R

(R2 − z2)2

4
dz

=
πρ

2

[
R4z − 2R2z3

3
+

z5

5

]R
−R

=
8πρR5

15
=

2

5
MR2.

Example 8.7: Quader
Für einen Quader mit den Kantenlängen a, b, c gilt:

Jz =

ˆ
r2⊥dm =

˚
V

(x2 + y2)ρdV

= ρ

ˆ c
2

− c
2

dz

ˆ b
2

− b
2

dy

ˆ a
2

− a
2

(x2 + y2)dx

= ρ

ˆ c
2

− c
2

dz

ˆ b
2

− b
2

[
a3

12
+ ay2

]
dy

= ρ

ˆ c
2

− c
2

[
a3b

12
+

ab3

12

]
dz

= ρc

[
a3b

12
+

ab3

12

]
= ρabc︸︷︷︸

M

a2 + b2

12
= M

a2 + b2

12
.

Example 8.8: Dünner Stab
Für einen dünnen Stab der Länge l gilt:

Jz =

ˆ
r2⊥dm =

ˆ l
2

− l
2

x2ρdx = ρ
l3

12
=

Ml2

12
.

Wenn wir nun Trägheitsmomente bezüglich verschiedener
Achsen betrachten, so können wir diese mit dem Stei-
ner’schen Satz berechnen.

Theorem 8.9: Steinerscher Satz
Sei JA′ das Trägheitsmoment eines starren Körpers
bezüglich einer Achse A′, die parallel zu einer Achse
A durch den Massenschwerpunkt verläuft. Dann gilt:

JA′ = JA +Ma2.

Dabei ist d der Abstand zwischen den beiden Achsen.
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Proof. Es gilt:

JA′ =

ˆ
M

r′2dm =

ˆ
M

(a+ r)2dm

=

ˆ
M

(r2 + a2 + 2a · r)dm

=

ˆ
M

r2dm+ a2
ˆ
M

dm+ 2a ·
ˆ
M

rdm︸ ︷︷ ︸
=0

= JA +Ma2.

□

Um Trägheitsmomente experimentell zu messen kann eine
Torsionsfeder verwendet werden. In diesem Fall gilt für das
Drehmoment:

M = −Dφ.

Dabei ist D die Richtgröße der Torsionsfeder. Lösen
der DGL liefert

ω =

√
D

J
.

Experimentell kann man erkennen, dass das Trägheitsmo-
ment in der Regel für jede Orientation verschieden ist. Um
dies zu beschreiben, führen wir den Trägheitstensor
ein, welcher eine 3× 3 Matrix ist.

8.5 Rollende Körper
Damit ein Körper rollen kann, müssen die Rollbedingun-
gen erfüllt sein:

vs = Rω

as = Rα.

Es gibt also 3 Situationen:

1) Reine Translation: Alle Punkte haben die selbe Ge-
schwindigkeit, folglich rutscht der Körper mit allfälliger
Reibung.

2) Keine Translation: Der Körper rotiert um einen fixen
Punkt. In diesem Fall haben gegenüberliegende Punkte die
umgekehrte Geschwindigkeit.

3) Rollen ohne Gleiten: Der Berührungspunkt hat immer
die Geschwindigkeit Null. Dies ist eine Zwangsbedingung.

Im Zusammenhang mit rollenden Körpern ist die Reibung
wichtig.

Im statischen Fall existiert genau ein Punkt welcher den
Boden berührt. Jedoch sind Körper in der Realität de-
formierbar. Folglich existiert eine Kontaktfläche. In die-
sem Fall wirkt die Normalkraft nicht direkt unterhalb des
Schwerpunkts, sondern mr davor.

Im Gleichgewicht gilt

F = FR ≤ µ0FN

FN = FG.

Geht das Rad nun Vorwärts, so wird ein Drehmoment er-
zeugt mit

M = FNmr − FRr.

Also
F = FR = FN

mr

R
= µrFN .

µR =
mr

r
.

9 Schwingungen
Ein schwingungsfähiges System ist ein System, welches ei-
ne stabile Gleichgewichtslage besitzt. Ein Beispiel ist ein
2-Atomiges Molekül, welches um die Gleichgewichtslage
schwingt. In diesem Falle können wir das Potential qua-
dratisch nähern. Foglich ist die rücktreibende Kraft

F = −kx.

Die Bewegungsgleichung lautet also

ẍ+
k

m
x = 0.

Allgemein ist die Lösung für diese Schwingung

x(t) = A cos(ωt+ φ0) +B sin(ωt+ φ0).

Dabei ist ω =
√

k
m die Kreisfrequenz.

Ein weiteres Beispiel ist das Fadenpendel. In diesem Fall
ist die rücktreibende Kraft

F = −mg sinφ.

Für x ≪ l gilt sinφ ≈ φ ≈ x
l . Folglich ist

ϕ(t) = ϕ0 cos(ωt+ φ0) +B sin(ωt+ φ0).

Wobei ω =
√

g
l .

Definition 9.1: Harmonischer Oszillator
Ein System, welches durch die DGL

ẍ+ ω2x = 0.

beschrieben wird, heißt harmonischer Oszilla-
tor.

Mögliche Beispiele sind ein Pendel, eine Feder oder ein
Molekül.

Die Periode einer Schwingung ist die Zeit, welche für ei-
ne vollständige Schwingung benötigt wird. Sie ist gegeben
durch

T =
2π

ω
.

Eine weiter wichtige Grösse ist die Frequenz ν, welche die
Anzahl der Schwingungen pro Sekunde angibt:

ν =
1

T
=

ω

2π
.

Betrachten wir erneut eine Schwingung

x(t) = A sin(ωt+ δ).

Die Periode schwingt von −A bis A. Die Geschwindigkeit
ist

v(t) = ẋ(t) = Aω cos(ωt+ δ).

Für die Beschleunigung folgt

a(t) = ẍ(t) = −Aω2 sin(ωt+ δ) = −ω2x(t).
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Abbildung 16: Schwingung von x(t), v(t) und a(t)

Zum rechnen kann man Schwingungen auch mit kom-
plexen Zahlen darstellen. Wir definieren die komplexe
Schwingung als

z(t) = Ãei(ωt) Ã ∈ C.

Die reale Schwingung ist dann der Realteil von z(t):

x(t) = ℜ(z(t)) = ℜ(Ãeiωt) = A sin(ωt+ δ).

Bei einem Experiment ist in der Regel ω bekannt. Man
kann jeweils x0, v0 verändern. Gesucht sind nun A, δ. Set-
zen wir t = 0, so erhalten wir

x0 = x(0) = A sin(δ)

v0 = v(0) = Aω cos(δ).

Löst man das Gleichungssystem so findet man

A =

√
x2
0 +

(v0
ω

)2
δ = arctan

(
x0ω

v0

)
.

Betrachten wir nun die Energie eines harmonischen Oszil-
lators. Wir haben die Schwingungsgleichung ẍ+ ω2x = 0.
Multiplizieren wir diese mit mẋ, so erhalten wir

mẋ
dẋ

dt
+mω2x

dx

dt
= 0.

Dies können wir umschreiben zu

m
d

dt

(
ẋ2

2

)
+mω2 d

dt

(
x2

2

)
= 0.

Um die differentiale Schreibweise zu vermeiden, integrieren
wir beide Seiten über die Zeit:

1

2
mẋ2︸ ︷︷ ︸
Ekin

+
1

2
mω2x2︸ ︷︷ ︸
Epot

= const.

Setzen wir nun den Schwingungsansatz ein, finden wir

Etot =
1

2
mω2A2.

Skizzieren wir die Energieverteilung in Abhängigkeit der
Zeit sieht dies wie folgt aus:

Um die durchschnittliche kinetische Energie zu berechnen,
integrieren wir

< Ekin > =
1

T

ˆ T

0

1

2
mẋ2dt

=
1

T

ˆ T

0

1

2
mA2ω2 cos2(ωt+ δ)dt

=
1

2
mA2ω2 1

T

ˆ T

0

cos2(ωt+ δ)dt

=
1

2
Etot.
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Abbildung 17: Energieverteilung eines harmonischen Os-
zillators

9.1 Gedämpfte Schwingungen
In der Realität sind Schwingungen immer gedämpft. Dies
bedeutet, dass Energie aus dem System verloren geht. Dies
kann durch Reibung oder Luftwiderstand verursacht wer-
den. Wir modellieren den gedämpften harmonischen
Oszillator durch

mẍ = −kx− bẋ.

Wir führen die folgenden Grössen ein:

ω2
0 =

k

m
und ρ =

b

2m
.

Die Gleichung wird somit zu

ẍ+ 2ρẋ+ ω2
0x = 0.

Für die Lösung gibt es drei Fälle abhängig von λ = −ρ±√
ρ2 − ω2

0 :

• Schwache Dämpfung (ρ < ω0):

x(t) = Ae−ρt sin(ωdt+ δ) mit ωd =
√

ω2
0 − ρ2.

Man Bemerke, dass ωd =
√
ω2
0 − ρ2 < ω0.

2 4 6 8 10
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Abbildung 18: Schwach gedämpfte Schwingung

• Kritische Dämpfung (ρ = ω0):

x(t) = (A+Bt)e−ρt.

Dieser Fall wird auch asymptotischer Grenzfall genannt.

2 4 6 8 10

0.5
1
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2

Abbildung 19: Kritisch gedämpfte Schwingung
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• Überkritische Dämpfung (ρ > ω0):

x(t) = Aeλ1t +Beλ2t mit λ1,2 = −ρ±
√
ρ2 − ω2

0 .

In diesem Fall gibt es keine Schwingung mehr, das Sys-
tem kehrt exponentiell zum Gleichgewicht zurück.

2 4 6 8 10
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2

Abbildung 20: Überkritisch gedämpfte Schwingung

Betrachten wir nun die Energiebilanz eines gedämpften
Oszillators. Wir beginnen erneut mit der Bewegungsglei-
chung

ẍ+ 2ρẋ+ ω2
0x = 0.

Wir multiplizieren diese mit mẋ und erhalten

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2

0x
2

)
= −bẋ2.

Hierbei definieren wir die Rechte Seite als die Reibungs-
leistung

PR = −bẋ2 < 0.

Die linke Seite ist die Zeitliche Änderung der Gesamtener-
gie:

d

dt
Etot = PR.

Als Beispiel betrachten wir die schwach gedämpfte Schwin-
gung. Hierbei ist ρ ≪ 1

T . Die Mittlere Energie ist

< Ekin >=
1

2
Etot =

1

2
m < ẋ2 >T .

Weiter ist auch

PR = −2ρm < ẋ2 >T= −2ρEtot.

Folglich ist
Etot(t) = Etot(0)e

−2ρt.

Eine weitere wichtige Grösse ist der Gütefaktor Q. Die-
ser ist die relative Abnahme der Energie während einer
Periode.

Q = 2π
Etot(t)

Etot(t)− Etot(t+ T )

= 2π
E0e

−2ρt

E0e−2ρt − E0e−2ρ(t+T )

= 2π · τ
T

mit τ =
1

2ρ
.

9.2 Die erzwungene Schwingung
Stellen wir uns erneut einen gedämpften Oszillator vor,
welcher durch eine externe harmonische Kraft beschleu-
nigt wird. Die Bewegungsgleichung lautet nun

ẍ+ 2ρẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(Ωt).

Hierbei ist Ω die Kreisfrequenz der Anregung und ω0 die
Eigenfrequenz des Systems.

Dieser Prozess hat einen Einschwingvorgang, bei welchem
wir eine Überlagerung von Eigenschwingungen und An-
regung haben. Nach dem Einschwingen dominiert die er-
zwungene Schwingung. Wir suchen daher eine Lösung der
Form

x(t) = x0e
i(Ωt).

Setzen wir dieses x(t) in die Bewegungsgleichung ein, so
erhalten wir

x0

(
−Ω2 + 2ρiΩ+ ω2

0

)
ei(Ωt) =

F0

m
ei(Ωt).

Der experimentell messbare Teil ist der Realteil von x(t):

x0 =
F0/m

ω2
0 − Ω2 + 2ρiΩ

.

Hierbei ist x0 eine komplexe Zahl. Wir können sie in Po-
lardarstellung schreiben:

x0 = |x0|eiδ.

Weiter sei a0 = F0

m . Für den Betrag von x0 folgt

|x0| =
a0√

(ω2
0 − Ω2)2 + (2ρΩ)2

.

Für den Phasenwinkel δ folgt

δ = arctan

(
−2ρΩ

ω2
0 − Ω2

)
.

Wir definieren nun die folgenden Grössen:

η =
Ω

ω0
(Normierte Frequenz)

ξ =
ρ

ω0
(Dämpfungsfaktor)

.

Betrachten wir nun den Fall ξ ≪ 1. In diesem Fall haben
wir

V (η, ξ) =
1

ω2
0

1√
(1− η2)2 + (2ξη)2

.

Wir möchten nun das Maximum von V (η, ξ) bestimmen.
Dazu brauchen wir ∂V

∂η = 0. Wir erhalten

0 =
1

ω2
0

(−1

2
)(· · · ) · [2(1− η2)(−2η) + 8ξ2η]

= 2η(1− η2)− 4ξ2η.

Folglich ist ηres =
√
1− 2ξ2. Für kleine Dämpfung ist dies

näherungsweise ηres ≈ 1. In jedem Fall ist die Resonanz-
frequenz kleiner als die Eigenfrequenz.

In jedem Falle gilt für die Phasenverschiebung für η ≪ 1,
δ ≈ 0. Ist η = 1, so ist δ = −π

2 und für η ≫ 1 ist δ ≈ −π.

Wir möchten nun die Energiebetrachtung der erzwunge-
nen Schwingung durchführen. Wir haben die Bewegungs-
gleichung

mẍ+ 2ρmẋ+mω2
0x = Fext.
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit ẋ, so erhalten wir

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2

0x
2

)
︸ ︷︷ ︸

Eosz

= −2ρmẋ2 + Fextẋ.

Im stationären Fall muss d
dtEosz = 0 gelten. Folglich also

Fextẋ = 2ρmẋ2.

Die Leistung, welche im Oszillator durch Dämpfung ver-
loren geht, ist

< P >TΩ
=

1

TΩ

ˆ TΩ

0

Fextẋdt =
ma20
4ρ

1

1 +
(

ω2
0Ω

2

2ρΩ

)2 .
Sowohl für ω0 ≪ Ω als auch für ω0 ≫ Ω geht die Leistung
gegen null. Das Maximum der Leistung ist bei Ω = ω0.

Wichtig ist hierbei, dass die maximale Leistung immer bei
η = 1 ist. Also maximale Amplitude bedeutet nicht maxi-
male Leistung.

9.3 Überlagerung von Schwingungen
Betrachten wir zunächst 2 Schwingungen mit der selben
Frequenz. Also ist

x1 = A1 cos(ωt+ φ1)

x2 = A2 cos(ωt+ φ2).

Also ist x(t) = x1 + x2. Wir können dies auch schreiben
als

x(t) = A cos(ωt+ φ).

Wobei A =
√
A2

1 +A2
2 + 2A1A2 cos(φ2 − φ1). Sollten

φ1 = φ2, so gilt A = A1 + A2 (konstruktive Interferenz).
Für die Phase gilt

φ = arctan

(
A1 sinφ1 +A2 sinφ2

A1 cosφ1 +A2 cosφ2

)
.

Wenn wir nun 2 Schwingungen mit verschiedenen Frequen-
zen betrachten, aber die selbe Amplitude, so gilt

x1 = ℜ
(
Aeiω1t

)
x2 = ℜ

(
Aeiω2t

)
.

Für die Summe gilt dann

x(t) = 2A cos

(
ω1 − ω2

2
t

)
︸ ︷︷ ︸

Ã

cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
.

Wir bezeichnen Ã als Zeitabhängige Amplitude. Folglich
ist

x(t) = Ã cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
.
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Abbildung 21: Überlagerung von 2 Schwingungen mit
leicht unterschiedlichen Frequenzen

9.4 Gekoppelte Schwingungen
Betrachten wir zwei identische Pendel, welche durch eine
Feder verbunden sind. Die Bewegungsgleichungen lauten:

ẍ1 + ω2
0x1 + k(x1 − x2) = 0

ẍ2 + ω2
0x2 + k(x2 − x1) = 0.

Wir vereinfachen unser Problem durch die Einführung der
Normalkoordinaten:

z1 = x1 − x2 , z2 = x1 + x2.

Bilden wir nun die Summe und Differenz der Bewegungs-
gleichungen, so erhalten wir

z̈2 + ω2
0z2 = 0

z̈1 + (ω2
0 + 2k)z1 + 2

k

m
z1 = 0.

Diese Gleichungen sind nun entkoppelt und können einzeln
gelöst werden.

ω2 = ω0

ω1 =

√
ω2
0 + 2

k

m
.

Rücksubstitution liefert dann die Lösungen für x1 und x2.

x1 =
1

2
(z1 + z2) = A cos

(
ω1 + ω2

2
t

)
cos

(
ω1 − ω2

2
t

)
x2 =

1

2
(z2 − z1) = A sin

(
ω1 + ω2

2
t

)
sin

(
ω1 − ω2

2
t

)
.

Im Fall, dass beide Pendel gleich oder gegenphasig schwin-
gen, so spricht man von den Eigenmoden des Systems.
Sie stellen stabile Schwingungsmodi dar.

Betrachten wir nun eine unendliche Federkette, wobei je-
de Masse m ist und jede Federkonstante k. Der Abstand
zwischen zwei Massen sei a. Die Bewegungsgleichung für
die Masse an der Stelle n lautet:

mün = k(un−1 − un) + k(un+1 − un)

= −k(2un − un−1 − un+1).

Hierbei ist un die Auslenkung der n-ten Masse. Wir wählen
den Ansatz

un = uei(qan−ωt).
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Folglich gilt

−mω2ei(qan−ωt) = −k
(
2− e−iqa − eiqa

)
ei(qan−ωt)

−mω2 = −k (2− 2 cos(qa))

ω2 = 2

√
k

m

∣∣∣sin(qa
2

)∣∣∣ .

10 Wärmelehre & Thermodynamik
Bisher sind wir von Massenpunkten zu starren Körpern
übergegangen. Weiter haben wir Kräfte benutzt um Bewe-
gungsgleichungen aufzustellen. Nun wollen wir Kontinua
und Gase betrachten unter makroskopischen Zuständen,
im wesentlichen Druck, Volumen und Temperatur.

10.1 Die Temepratur
Wärme beschreibt den Energieaustausch zwischen Syste-
men unterschiedlicher Temperatur. Umgekehrt, wenn kein
Energieaustausch stattfindet, so sind die Systeme bei glei-
cher Temperatur.

Wir definieren den Druck als

p =
F

A
.

In einem Gasthermometer, haben wir eine Flüssigkeit in
einer Säule. Die Gewichtskraft der Flüssigkeitssäule er-
zeugt einen Druck

F = mg = ρAlg.

10.2 Die absolute Temperatur
Es gibt eine tiefste Temperatur, T ≈ −273◦C. Wir können
nun die Kelvin-Skala einführen:

T (K) = T (◦C) + 273.15.

10.3 Wärmeenergie und Wärmekapazität
Wärmekapazität beschreibt die Fähigkeit eines Körpers
Wärme aufzuhehmen und abzugeben. Wir definieren

Definition 10.1: Wärmekapazität
Wird einem Körper die Wärmemenge ∆Q zugeführt,
so erhöht sich seine Temperatur um ∆T . Die Wär-
mekapazität C ist definiert als:

C =
∆Q

∆T
.

Die spezifische Wärmekapazität c ist definiert als

c =
C

m
=

1

m

∆Q

∆T
.

Diese ist eine Stoffeigenschaft.

Weiter ist die molare Wärmekapazität cM definiert als

cM =
1

ν

∆Q

∆T
.

Wird dem Körper eine Wärmemenge Q zugeführt, so
schreiben wir dies als Q↙ =

´
δQ↙ =

´ Tb

Ta
C(T )dT . Für

geringe Temperaturänderungen gilt näherungsweise

Q↙ = C∆T.

Beim Erhitzen von 1L Wasser mit 650W um 10 ◦C benö-
tigen wir etwa 68 s. Folglich ist die spezifische Wärmeka-
pazität von Wasser etwa

cWasser ≈ 4.2W s/(kgK).
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Für die Molare Wärmekapazität von Festkörpern gilt
das sie nahezu konstant ist für alle Stoffe und etwa
25 J/(molK) beträgt. Dies wird als Dulong-Petit Ge-
setz bezeichnet.

10.4 Der Nullte Hauptsatz der Thermo-
dynamik

Zwei Körper im thermischen Kontakt, haben nach einer
langen Zeit dieselbe Temperatur.

Mikroskopisch ist Temperatur ein Mass für die thermische
Bewegung der Moleküle.

10.5 Der erste Hauptsatz der Thermody-
namik

Grundsätzlich beschreibt der erste Hauptsatz die Energie-
erhaltung in thermodynamischen Systemen. Hierzu führen
wir den Begriff der inneren Energie ein. Für ein Gas ist
dies zum Beispiel U = U(p, T, V, . . . ). Die Änderung der
inneren Energie hängt jedoch nur von Anfangs und End-
zustand ab.

∆U = UE − UA.

Wärme ist eine Form der Energie, wleche allein aufgrund
eines Temperaturunterschiedes ∆T übertragen wird.

Theorem 10.2: Der Erste Hauptsatz der Thermody-
namik
Die Änderung der inneren Energie eines thermodyna-
mischen Systems ist gleich der zu- oder abgeführten
Wärme plus der am System verrichteten Arbeit.

dU = δQ↙ + δW↙.

Hierbei ist Q↙ die zugeführte Wärme und W↙ die am
System verrichtete Arbeit.

10.6 Ideale Gase
Ein ideales Gas, ist ein idealisiertes Vielteilchensystem, bei
dem wir harte Kugeln haben, welche keine Wechselwirkun-
gen ausser Stöße haben. Weiter nehmen wir an, dass das
Volumen der Gasteilchen vernachlässigbar klein ist gegen-
über dem Volumen des Behälters.

Für einen konstanten Druck gilt V = C1T . Für ein kon-
stantes Volumen gilt p = C2T .

Damit können wir die Zustandsgleichung für ideale Gase
wie folgt schreiben:

Theorem 10.3: Zustandsgleichung für ideale Gase
Für ein ideales Gas gilt:

pV = NkT.

Hierbei ist k die Boltzmann-Konstante und N die Anzahl
der Teilchen.

Wird einem idealen Gas die Wärmemenge ∆Q zugeführt,
so gilt ∆Q = νCV ∆T bei konstantem Volumen und ∆Q =
νCp∆T bei konstantem Druck. Hierbei gilt Cp = CV +R.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die vom Gas verrichtete
Arbeit bei der Expansion um ∆V :

Es gilt, nach der Definition der spezifischen Arbeit

CV =
1

ν

(
δQ↙

δT

)
V

.

Da das Volumen konstant ist, verrichtet das Gas keine
Arbeit. Folglich ist nach dem ersten Hauptsatz

dU = δQ↙ + δW↙ = δQ↙ = νCV dT.

Also ist Cv = 1
ν

(
dU
dT

)
.

Betrachten wir nun den Fall bei konstantem Druck. Hier-
bei ist

δW↙ = −Fdx = −pAdx = −pdV.

Für die Gasgleichung gilt also

dV =
νR

p
dT.

Folglich ist die Arbeit

δW↙ = −νRdT.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt somit

Cp =
1

ν

(
δQ↙

δT

)
p

=
1

ν

(
dU

dT
+

δW↗

dT

)
= CV +R.

Visuell entspricht die am Gas verrichtete Arbeit dem Flä-
cheninhalt unter der Kurve im p-V Diagramm.

Für die Energie eines idealen Gases gilt

Theorem 10.4: Äquipartitionsgesetz
Die innere Energie eines idealen Gases ist

U =
f

2
νRT.

Hierbei ist f die Zahl der Freiheitsgrade der Gasteil-
chen.

Daher ist also die innere Energie auch eine Zustandsgrösse
eines idealen Gases.

Im allgemeinen hat ein Einatomiges Gas 3 Freiheitsgrade,
ein zweiatomiges Gas 5 Freiheitsgrade und ein 3-atomiges
Molekül 6 Freiheitsgrade. Feste Körper haben stets 6 Frei-
heitsgrade.

Bei idealen Gasen betrachten wir in der Regel vier ver-
schieden Zustandsänderungen:

• Isotherme Zustandsänderung: T = const

• Isochore Zustandsänderung: V = const

• Isobare Zustandsänderung: p = const

• Adiabatische Zustandsänderung: δQ↙ = 0
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Für Isobare Prozesse ist

W↙ = −
ˆ Ve

Va

pdV = −p(Ve − Va).

Bei der isothermen Änderung gilt für eine kleine Volumen-
änderung dV :

δW↙ = −pdV = −NkT

V
dV.

Für die innere Energie muss T konstant bleiben, aufgrund
des Äquipartitionsgesetzes. Folglich ist ∆U = 0. Nach dem
ersten Hauptsatz ist somit δQ↙ = −δW↙.

Für die ganze Wärme ist somit

Q↙ =

ˆ
δQ↙ = −

ˆ
δW↙ = NkT

ˆ Ve

Va

1

V
dV.

Lösen des Integrals liefert

Q↙ = NkT ln

(
Ve

Va

)
.

Im Falle der Isochoren Änderung gilt δW↙ = 0. Folglich
ist nach dem ersten Hauptsatz dU = δQ↙. Somit ist

Q↙ = ∆U =
f

2
νR∆T.

Letzlich bleibt die adiabatische Zustandsänderung. Hier-
bei gilt dass der Prozess so schnell abläuft, dass kein Wär-
meaustausch stattfinden kann. Folglich ist δQ↙ = 0.

Für die Energie gilt immer

dU = δQ↙ + δW↙ = νCV dT.

Für die adiabatische Zustandsänderung gilt zusätzlich

dU = δW↙ = −pdV = −ν
RT

V
dV.

Gleichsetzen liefert

CV dT = −RT

V
dV

CV
dT

T
= −R

dV

V
.

Wenn wir nun κ =
Cp

CV
definieren, so gilt

R

CV
= κ − 1.

Da κ konstant ist, können wir integrieren:

ln(T ) = −(κ − 1) ln(V ) + const.

Somit gilt für die adiabatische Zustandsänderung:

TV κ−1 = const.

Mit der idealen Gasgleichung folgt daraus auch

pV κ = const Tκp1−κ = const.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

V

p
Isotherme
Isobare

Adiabate
Isochore

Abbildung 22: Verschiedene Zustandsänderungen eines
idealen Gases im p-V Diagramm

Die einzelnen Prozesse können wir nun in einem p-V Dia-
gramm darstellen.

Betrachten wir nun eine Kugel welche über einem Gas
liegt und dadurch mit der Gravitation eine Kraft auf das
Gas ausübt. Wenn wir die Kugel loslassen, so wird das
Gas komprimiert und die Kugel bewegt sich nach unten.
Danach expandiert das Gas wieder und die Kugel bewegt
sich nach oben. Wir können schreiben

p0V
κ = p(z)(V +Az)κ .

p(z) =
p0

(1 + A
V z)κ

≈ p0

(
1− κ

A

V
z

)
.

Die Bewegungsgleichung der Kugel ist somit

mz̈ = A(p(z)− p0)−mg ≈ −
(
κ
p0A

2

V

)
z −mg.

Unter geeigneter Koordinatenverschiebung erhalten wir

mz̈ + 2mδż + p0κ
A2

V
z = 0.

Somit ist die Eigenfrequenz

ω0 =

√
κ
p0A2

mV
.

Eine andere Möglichkeit die Adiabatenexponente κ zu be-
stimmen, besteht aus der Temperaturänderung bei einer
periodischen Kompression und Expansion des Gases. Hier-
zu wird das Gas in einem Zylinder mit einem Kolben ein-
geschlossen. Der Kolben wird durch eine Schwingung mit
der Frequenz ω bewegt.

Für die innere Energie gilt dU = νCV dT . Da die Zustands-
änderung schnell erfolgt, gilt δQ↙ = 0. Folglich ist

νCV dT = δW↙ = −pdV = −νRT

V
dV.

Dies ist eine Differentialgleichung für T (V ):

dT

T
= − R

CV

dV

V
= − 2

f

dV

V
.
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Man kann dies nun optional integrieren:

CV
dT

T
= −R

dV

Vˆ T2

T1

dT

T
= − R

CV

ˆ V2

V1

dV

V

ln

(
T2

T1

)
= −(κ − 1) ln

(
V2

V1

)
T2 = T1

(
V1

V2

)κ−1

.

10.7 Wärmekraftmaschinen
Gegeben seien zwei Wärmereservoire mit den Temperatu-
ren TW und TK . Es ist nicht möglich, einen Prozess zu
konstruieren, welcher Wärme Q↙

W vom wärmeren Reser-
voir aufnimmt und vollständig in Arbeit W↗ umwandelt,
ohne dass dabei Wärme Q↙

K an das kältere Reservoir ab-
gegeben wird.

Eine andere Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist: Es
ist nicht möglich, einen Prozess zu konstruieren, welcher
Wärme Q↙ von einem kälteren Reservoir aufnimmt und
vollständig an ein wärmeres Reservoir abgibt, ohne dass
dabei Arbeit von außen verrichtet wird.

Wir möchten uns nun eine Wärmekraftmaschine betrach-
ten, insbesondere den Carnot-Prozess. Dieser besteht aus
einer isothermen Expansion, einer adiabatischen Expan-
sion, einer isothermen Kompression, und einer adiabati-
schen Kompression.

Für die isotherme Expansion gilt leistet das Gas Arbeit
an seiner Umgebung (Motor):

W↗
1 =

ˆ Vb

Va

pdV = νRTW ln

(
Vb

Va

)
.

Die Wärmemenge, welche das Gas dabei aufnimmt, ist

Q↙
W = W↗

1 .

Bei der Adiabatischen Expansion gilt

W↗
2 = U2→3 = νCV (TK − TW ).

Für die Wärme gilt hier Q↙
2→3 = 0.

Für die isotherme Kompression gilt

W↙
3 =

ˆ Vd

Vc

pdV = νRTK ln

(
Vd

Vc

)
.

Wobei Q↗
K = W↙

3 die Wärme ist, welche an das kalte
Reservoir abgegeben wird.

Bei der adiabatischen Kompression gilt

W↙
4 = U4→1 = νCV (TW − TK).

Die Effizienz einer Wärmekraftmaschine ist definiert als

ηC =
Gewonnene Arbeit
zugeführte Wärme

.

Für den Carnot-Prozess gilt somit

ηC =
δW↗

1 + δW↗
2 − δW↙

3 − δW↙
4

Q↙
W

.

Da die Arbeit im zweiten und vierten Schritt sich aufhebt,
folgt

ηC =
W↗

1 −W↙
3

Q↙
W

=
TW − TK

TW
.

Betrachten wir nun eine Wärmepumpe. Hierbei wollen wir
Wärme von einem kalten Reservoir auf ein warmes Reser-
voir übertragen mit einem Motor.

Die Effizienz einer Wärmepumpe ist definiert als

ηP =
abgegebene Wärme
zugeführte Arbeit

.

Setzen wir die Arbeit als W↗ = Q↙
K −Q↙

W , so gilt für die
Wärmepumpe

ηW =
TW

TW − TK
.

Example 10.5:
Im kalten Winter bei 260K möchten Sie ihr Haus auf
300K heizen. Was ist die maximale Effizienz einer
Wärmepumpe?
Solution. Wir verwenden die Formel für die Effizienz einer Wär-
mepumpe:

ηP =
TW

TW − TK
=

300

300− 260
=

300

40
= 7.5.

Die maximale Effizienz der Wärmepumpe beträgt also 7.5.

Analog für eine Kältemaschine:

ηK =
TK

TW − TK
.

Eine andere WKM ist der Stirling-Motor. Dieser besteht
aus zwei isothermen und zwei isochoren Prozessen. Be-
rechnen wir nun ebenfalls die Effizienz dieses Motors.

1

2

3

4

V

p

Abbildung 23: Stirling-Zyklus im p-V Diagramm

Für die isotherme Expansion bei T = TW gilt

Q↙
1→2 = W↗

1→2 = νRTW ln

(
V2

V1

)
.

Das Gas leistet Arbeit an der Umgebung.

Für die Isochore Abkühlung gilt

dV = 0 ⇒ δW↙ = 0.
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Folglich ist nach dem ersten Hauptsatz

Q↙
2→3 = ∆U = νCV (TK − TW ) < 0.

Ähnlich für die isotherme Kompression bei T = TK gilt

Q↗
3→4 = W↙

3→4 = νRTK ln

(
V4

V3

)
.

und für die isochore Erwärmung

Q↙
4→1 = ∆U = νCV (TW − TK) > 0.

In diesem Fall können wir nun die Effizienz berechnen:

ηS =
W↗

1→2 +W↗
2→3 +W↙

3→4 +W↙
4→1

Q↙
1→2

=
W↗

1→2 −W↙
3→4

Q↙
1→2

=
νRTW ln

(
V2

V1

)
− νRTK ln

(
V4

V3

)
νRTW ln

(
V2

V1

)
=

TW − TK

TW
= ηC .

10.8 Entropie
Gegeben sei ein System mit Volumen V0 mit einem Teil-
bereich von Volumen V1. Die Wahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen im Volumen V1 zu finden, ist

W =
V1

V0
.

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle N Teilchen im Volumen
V1 sind, ist

WN = WN =

(
V1

V0

)N

=

(
V1

V0

)NAν

.

Dies ist eine extrem kleine Zahl. Es ist also extrem un-
wahrscheinlich, dass alle Teilchen in einem kleinen Volu-
men sind.

Die Entropie ist definiert als

∆S = k ln(WN ) = kNAν ln

(
V1

V0

)
= −Rν ln

(
V0

V1

)
.

Wenn nun ∆S > 0 ist, so geht das System in einen Wahr-
scheinlicheren Zustand über. Dies ist der zweite Hauptsatz
der Thermodynamik:

Theorem 10.6: Zweiter Hauptsatz der Thermodyna-
mik
In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie
entweder zu oder bleibt konstant. Sie kann niemals
abnehmen.

∆S ≥ 0.

Die Mathematische Formulierung der Entropieänderung
ist

dS =
δQ↙

rev

T
.

Für eine Isotherme gilt zum Beispiel aus dem Ersten
Hauptsatz

∆S =

ˆ
dS =

ˆ
δQ↙

rev

T
=

Q↙

T
.

Dies können wir umschreiben als

∆S =
1

T

ˆ Ve

Va

pdV =
Nk

T

ˆ Ve

Va

T

V
dV = Nk ln

(
Ve

Va

)
.

Wir definieren den reversiblen Kreisprozess als einen
Prozess, bei dem

˛
dS =

˛
δQ↙

rev

T
= 0.

Für adiabatische Prozesse ist δQ↙
rev = 0, folglich ist ∆S =

0. Daher ist für den Carnot Prozess

∆S =
Q↙

W

TW
−

Q↙
K

TK
≥ 0.

Folglich ist
δQ2

δQ1
≥ T2

T1
.

Nach dem ersten Hauptsatz gilt

δQ1 = δW↗ + δQ2.

Für den Wirkungsgrad einer Wärmekraftmaschine folgt
somit

η =
δW↗

δQ1
= 1− δQ2

δQ1
≤ 1− T2

T1
.

Wir fassen die Hauptsätze der Thermodynamik zusam-
men:

0. Hauptsatz: Wärme fliesst von alleine nur vom warmen
zum kalten Reservoir.

1. Hauptsatz: Energieerhaltung. ∆U = Q↙ +W↙.

2. Hauptsatz:

• Entropie des Gesamtsystems nimmt nur zu.

• Wärme kann nie zu 100% in Arbeit umgewandelt
werden.

• Um Wärme vom kalten zum warmen Reservoir zu
transportieren, muss Arbeit verrichtet werden.

• Der maximale Wirkungsgrad jeder Wärmekraftma-
schine ist ηmax = ηCarnot = 1− TK

TW
.

3. Hauptsatz: T = 0 kann nie erreicht werden.

10.9 Reale Gase und Flüssigkeiten
Für reale Gase gilt die Van-der-Waals-Gleichung, welche
die ideale Gasgleichung erweitert:

Theorem 10.7: Van-der-Waals-Gleichung
Für ein reales Gas gilt:(

p+
aν2

V 2

)
(V − νb) = νRT.
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Die Grösse aν2

V 2 heisst Binnendruck und berücksichtigt
die Anziehungskräfte zwischen den Molekülen. Die Grösse
νb beschreibt das Eigenvolumen der Gasteilchen.

Definiert man nun das Molvolumen als Vm = V
ν , so wird

die Van-der-Waals-Gleichung zu(
p+

a

V 2
m

)
(Vm − b) = RT.

In einem idealen Gas ist a = 0 und b = 0.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit V 2
m, so

erhält man

pV 3
m − (RT + bp)V 2

m + aVm − ab = 0.

In einem p-Vm Diagramm hat ein reales Gas eine Isother-
me welche wie folgt aussieht: Um den kritischen Punkt zu

2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

Abbildung 24: Van-der-Waals-Isotherme im p-Vm Dia-
gramm

bestimmen, setzen wir die ersten beiden Ableitungen der
Isotherme gleich null und finden so,

V K
m = 3b TK =

8a

27Rb
pK =

a

27b2
.

30


	Einleitung
	Kinematik des Massenpunktes
	Dynamik des Massenpunktes
	Arbeit und Energie
	Drehbewegungen
	Vielteilchensysteme
	Gravitationstheorie
	Dynamik des starren Körpers
	Schwingungen
	Wärmelehre & Thermodynamik

