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Physik 1T

Fynn Krebser—fkrebser@student.ethz.ch

Friihlingssemester 2026

1 Wellen

Um iiber Wellen zu sprechen, miissen wir zuerst auf eine
Arbeitsdefinition einigen.

[ Definition 1.1: Welle J

Eine WELLE ist eine zeitliche und rdumliche Stérung.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit v einer Welle ist die Ge-
schwindigkeit, mit der sich die Stérung ausbreitet. Da-
mit Verbunden ist ein Energieiibertrag aber KEIN Mate-
rietransport.

Eine Welle wird durch die Wellenfunktion £(z, ¢) beschrie-
ben, welche die Auslenkung des Oszillators um die Ruhe-
lage bei Ort = und Zeit ¢ angibt.

Prinzipiell gibt es zwei Moglichkeiten, in welche Richtung
eine Auslenkung stattfinden kann: Senkrecht zur Ausbrei-
tungsrichtung TRANSVERSAL oder parallel zur Ausbrei-
tungsrichtung LONGITUDINAL.

Wenn wir uns eine Welle als Feder-Masse System vorstel-
len, dann schwingt jede Masse um ihre Ruhelage und kehrt
schliesslich in ihre Ruhelage zuriick.

Eine Welle kann auf zwei Arten dargestellt werden: Ein-
mal in einem £-z Diagramm, welches die Auslenkung & als
Funktion des Ortes x zu einem festen Zeitpunkt ¢ zeigt,
oder in einem &-t Diagramm, welches die Auslenkung € als
Funktion der Zeit t an einem festen Ort x zeigt.
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Abbildung 1: Oben: £-x Diagramm, Unten: £-t Diagramm

Ublicherweise verindert sich die Form eines Wellenberges
mit der Zeit, dies wird DISPERSION genannt. Um die Rech-
nung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass dies nicht pas-
siert, also dass wir

f(l’,t) = f(x:tvt)v

schreiben kénnen. Hierbei zeigt das Minuszeichen dass die
Welle nach Rechts geht und das bei Pluszeichen die Welle
nach Links geht.

Proof. Wir gehen in ein Inertialsystem X’ welches sich mit dem
Wellenberg fortbewegt. In diesem System ist die Welle stationir, also

(@', ') = f(2'). Anwendung der Galilei-Transformation z/ = = — vt
und t' =t ergibt die Behauptung. |
In obiger Formel ist v sowohl die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Welle als auch die PHASENGESCHWINDIGKEIT.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit hdngt ab vom Massen-
belag sowie der Riickstellkraft der Feder. Die Phasenge-
schwindigkeit beschreibt die Geschwindigkeit, mit der sich
die Wellenberge fortbewegen. Wir nennen x F vt die PHA-
SE g der Welle. Sei x die Koordinate des Wellenberges
zur Zeit t. Nehmen wir nun an, dass die Phase §y konstant
bleibt, also dg = x F vt = const, so folgt durch Ableiten
2 = v. Dies motiviert das die Phasengeschwindigkeit v der
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle entspricht.

1.1 Harmonische Wellen

Der Spezialfall einer Harmonischen Welle ist gegeben
durch
&(x,t) = &o sinfk(x £+ vt)].

Hierbei wird k£ als WELLENZAHL bezeichnet. In dieser
Situationm vollfiilhrt jeder Oszillator eine harmonische
Schwingung aus. Weiter definieren wir die WELLENLAN-
GE A als den Abstand zwischen zwei Oszillatoren gleicher
Phase, also

27
=5
Proof. OBdA kdnnen wir die Welle bei ¢t = 0 betrachten, also £(z,0) =

&o sin(kx). Nach der Definition der Wellenlange muss k(z+\) = kx+2m
gelten, was die obige Formel fiir \ ergibt. d

A

Betrachten wir nun die Welle bei ¢ = 0, also ist

/

(2’ tg = 0) = & sin(?w%).

Wenn wir nun die Welle verschieben, kénnen wir 2’ =
x + vt einsetzen und erhalten

D= Sosin (%I ixt> = gosin (zﬂi 4 2;”),5) |

Nehmen wir nun das spezielle x = A, so erhalten wir
_Ar A 27\ w

USA T T ol kR

Setzen wir nun w = 2% ein so erhalten wir

&(x,t) = &osin(kx + wt).

Um die Formel zu verallgemeinern fiigen wir den NULL-
PHASENWINKEL g hinzu und erhalten

&(z,t) = &osin(kx £ wt + ¢g).

Leiten wir die Phase ab, so erhalten wir als Phasenge-
schwindigkeit

d w
v:&(kxiwt—kwo):E.
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Um Rechnungen zu vereinfachen, kénnen wir die komplexe
Darstellung der Welle verwenden, also

E(w,t) = o' oeten),

Dabei entspricht die reale Komponente der komplexen
Darstellung der Welle der urspriinglichen Welle.

Wenn wir zwei Oszillatoren betrachten, welche sich bei xq
und zo befinden, so betrégt die Phasendifferenz

Ap =kAz > 0= w=¢ = ki = kv.

Theorem 1.2: Wellengleichung
Eine Wellengleichung wird beschrieben durch

20% _

9%¢
ﬁ - 0.

ot?

Proof. Wir betrachten die Wellengleichung welche in positive z-
Richtung l3uft, also

&(x,t) = &osin(kx — wt).

Leiten wir dies zweimal nach der Zeit ab, so erhalten wir

2
% = —&ow? sin(kz — wt).
Leiten wir die Urspriingliche Welle zweimal nach = ab, so erhalten wir
2
% = —£ok? sin(kz — wt).

Wir bemerken nun, dass
0%¢ w2 9%¢ 5 0%¢
—_— = = = —=.
ot? k2 0x2 Ox2
O
Hierbei sollten die Lésungen der Wellengleichung 2 mal
stetig differenzierbar sein.

Theorem 1.3: Losung der Wellengleichung

Die allgemeine Losung der Wellengleichung ist gege-
ben durch

&(x,t) = fxz —vt) + g(x + vt).

Der erste Term beschreibt eine Welle welche sich in po-
sitive z-Richtung bewegt, wihrend der zweite Term eine
Welle beschreibt welche sich in negative z-Richtung be-
wegt.

Beispiele beinhalten die Seilwelle, die Schallwelle, aber
auch die elektromagnetische Welle.

Kehren wir zu transversalen Wellen zuriick. Hierbei ist die
Ausbreitungsgeschwindigkeit v senkrecht zur Auslenkung
£.

€(zt) = Af(z —vb).

Explizit kénne wir schreiben
Ay
Ay
0

cos(kz — wt).

6(3’ t) =

Wir wollen nun das Beispiel der transversalen Seilwelle
betrachten. Von was, hingt v ab?.

INPUT PICTURE

Wir betrachten das Seil an den Punkten x und z + dz.

Zunichst definieren wir die ZUGSPANNUNG S = %, welche
die Kraft pro Querschnittsfliche beschreibt.

Der Betrag der Spannung im Seil muss iiberall gleich sein,
da sonst das Seil an der Stelle mit der gréssten Spannung
reissen wiirde. Weiter nehmen wir an, dass dm in Ruhe
bleibt.

AS, = Scos(a') — S cos(a) ~ 0

AS, = Ssin(a’) — Ssin(a).

Fiir den Tangens finden wir

_ 0&(x,t) s O&(x +dx,t)
- Oz tan(a’) = ox

Da sin & tan fiir kleine Winkel gilt, konnen wir schreiben

tan(a)

o (O¢(x+dat)  O&(x,t)\ 0%
Verwenden wir nun dSy - A = dma,, so erhalten wir
schliesslich die Wellengleichung

LS
o2 pox?

Folglich ist

v==+ g:i Z
P H

Wobei i der lineare MASSENBELAG ist, also die Masse pro
Lange.

Wir wollen unsere Konzepte nun auf mehrere Dimensio-
nen erweitern. Zunéchst auf Ebene Wellen. Die Wellenzahl
wird neu zum WELLENVEKTOR k, welcher die Richtung
der Ausbreitung der Welle angibt. Die Phase wird neu zu
=k -r—wt.

Folglich wird die harmonische Welle beschrieben durch
&(r,t) = Aeikr—wt)

(" Definition 1.4: Ebene Welle

Der Geometrische Ort von Oszillatoren gleicher Pha-
se ist eine Eben senkrecht zur Ausbreitungsgeschwin-
digkeit. Weiter ist v || k.

Diese Ebenen werden WELLENFRONTEN oder PHA-

SENFLACHEN genannt.
. J

Fiir eine ebene Harmonische Welle gilt die Wellengleichung
£(r,t) = Ae'lkren,

Betrachten wir nun Zwei Punkte r; und rs in einer Ebene.
Also Pi, P, € F 1 k. Da sie in Phase sind, gilt

k-r1—wt:k-rQ—wt:>k-(r1—r2):O.

Dies zeigt, dass k 1 FE gilt, also dass die Wellenfronten
Ebenen sind welche senkrecht zum Wellenvektor stehen.

Wir verwenden im folgenden die Konvention, dass

T91 = T2 —I'7.



Fiir eine ebene transversale Welle gilt
A

£(r,t) = | 4,

0

ez(szwt) )

ObdA konnen wir dies vereinfachen zu

Ay
AyeiAé ei(szwt).

0

§(r,t) =

J/

(" Definition 1.5: lineare Polarisation

Wenn Ad = 0 oder 7 gilt, so ist die Welle linear
polarisiert.

. /

(" Definition 1.6: zirkulare Polarisation

Wenn Aé = 7 gilt, und A, = A, gilt, so ist die
Welle zirkular polarisiert.

1
E(ryt) =A | £i
0

. /

ei(k:szt).

Bei positivem Vorzeichen wird die Welle zB bei z = 0 zu
&(z=0,t) = Ag cos(wt)T + Ag sin(wt)g.

Bei negativem Vorzeichen wird die Welle zu
&(z=0,t) = Ag cos(wt)T — Ag sin(wt)y.

Wir nennen die Welle RECHTSZIRKULAR wenn A = +7

gilt, und LINKSZIRKULAR wenn Ad = —7 gilt.

Der allgemeine Fall ist die elliptische Polarisation, bei wel-
chem sich die Spitze des Auslenkungsvektors auf einer El-
lipse bewegt.

Im Raum, verallgemeinert sich die Wellengleichung wie
folgt

Definition 1.7: Wellengleichung im Raum

Eine Wellengleichung im Raum wird beschrieben
durch
0%¢ B

2v72

In Kugelkoordinaten wird die Wellengleichung zu (im Fall
von radialsymmetrischen Wellen)

1 0% 2 290

P S _— 4t - £

v? Ot? or2  ror

Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch’

xi(r,t) = %fl(kr —wt) + %fg(kr + wt).

In 2 Dimensionen wire die Amplitude proportional zu #

Gehen wir nun zuriick zum eindimensionalen Fall mit einer
transversalen Welle. Die Geschwindigkeit eines einzelnen
Ostzillators ist gegeben durch

S

ot

Die kinetische Energie eines Massenelements dm ist gege-
ben durch

Ve

1
dT = §U2dm.

Einsetzen von dm = pdV gibt

ar 1 [og\?
av —2°\at) -
Dies ist die kinetische Energiedichte der Welle. Sie gibt

an wie viel kinetische Energie pro Volumen in der Welle
gespeichert ist.

Fiir die elastische Energiedichte haben wir eine elongierte
Feder, welche die Langendnderung

2
ds = /da? +d€2 — da =~ 1 (85) dz.

2 \ Oz
Folglich ist die elastische Energiedichte
dEa _ 1 (0¢ 2
v 27 \oz)

Wie teilt sich nun die Energie auf die beiden Freiheitsgrade
auf? Es gilt fiir eine Welle

Ea,t) = flw — vi).

Folglich kénnen wir rechnen

AT 1 L (0r\ _
av 2" \az) 77

Ebenso konnen wir rechnen

dEg _ 1 (0f\*_  0f
v 27 \ oz _Ua(x—vt)'

= pv? (8(a:afut)>2 .

Diese Gleichung gilt nur fiir mechanische Wellen. Wir fas-
sen zusammen:

of
Oz —wt)’

aw _ dr
v — dv

dEel
dv

Tabelle 1: Mechanische Wellen

Typ Ausbreitungsgeschwindigkeit
Seilwelle v = %
Welle im Festkorper vp = \/%
o= /S
Schallwelle v = %
Kk =xnP

Wir méchten nun iiber die Intensitat I und die Energief-
lussdicht S einer Welle sprechen, wobei |S| = I gilt.

[Ceca]



Als Beispiel nehmen wir eine harmonisch Fortschreitende
Welle

&(z,t) = Acos(kr —wt) v= %
Die Energiedichte ist wie vorher berechnet gegeben durch
dW 5
av e

Wobei &' = 520 = kg

=0k ‘Wenn wir dies ausrechnen,

so erhalten wir
W
7 pv?k? A? sin? (ka — wt) = A?pw? sin? (ka — wt).
Dies hat auch eine Form von f(x — vt). Also wird Energie
transportiert bei einem Wellenphdnomen. Jedoch ist die

Energiedichte positiv definit. Weiter ist die Energie pro-
portional zu A% und w?.

Das zeitliche Mittel der Energiedichte ist gegeben durch

- S gt = = pw? A2,
ay =g

A, 1/TdW 1
av’' T/,

Die Intensitdt ist nun Definiert als die Leistung, welche
durch eine Fliche A senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
transportiert wird, pro Flacheneinheit. Also

W
"~ dadt”

Umformen gibt
B 2w
B dadmg—;
_aw
—av’

wobei wir ein wenig schludern und das d?W durch dW
ersetzen, lol.

Eine weitere legitime Frage ist was passiert wenn wir eine
komplizierte Oberfliche haben. In diesem Fall definieren
wir den POYNTING VEKTOR S, welcher die Stéarke von [
hat und die Richtung von k. Dann gilt

dWw

Fiir eine Kugelwelle mit Oberfliche einer Kugel mit Radi-
us r sehen wir, dass

W= 21 pw? A2v.

Somit hangt die Leistung nicht von r ab, was die Energie-
erhaltung bestétigt.

1.2 Superposition

Wenn &; und &; Losungen der Wellengleichung sind, so ist
auch & = & + & eine Losung der Wellengleichung. Dies
wird als Superposition bezeichnet.

Betrachten wir zundchst die Uberlagerung zweier harmo-
nischen Wellen in einem eindimensionalen Raum.

& (x,t) = Acos(kx — wt)
& (z,t) = Acos(kr F wt + 4).

Im ersten Fall betrachten wir, wenn beide Wellen in die
gleiche Richtung laufen. Ausserdem seien der Einfachheit
die Amplituden gleich. Dann kénnen wir rechnen

§(z,t) =& + &2
= Asin(kx — wt) + Asin(kx — wt + 0)
0 1)
= 2Acos(=)sin(kz —wt — -).
2 2
Wir sehen, dass die Amplitude maximal ist, wenn § =
0,27, 4m, ... gilt, und dass die Amplitude minimal (gleich
null) ist, wenn § = m,3x,5m,... gilt. Dies wir als KON-
STRUKTIVE INTERFERENZ bzw DESTRUKTIVE INTERFE-
RENZ bezeichnet.

Wenn die Wellen gegenlaufig laufen, so kénnen wir rechnen

{(@,1) =& + &
= Asin(kx — wt) + Asin(kz + wt + )

= 2Asin(kx + g) cos(wt + g)

Wenn wir nun zwei Wellen haben, welche von einem Punkt
Q1 und Q)2 ausgehen, so gilt an einem Punkt P:

&(z,t) = A(sin(kzy — wt) + sin(kxs — wt + 9)).
Wir definieren den GANGUNTERSCHIED Az als
Axr = 29 — 1.

Wenn wir nun z := z; und x4+ Ax = x5 setzen, so kénnen
wir rechnen

&(x,t) = A(sin(kzx — wt) + sin(k(x + Az) — wt + 9))
kAz +6 kAx + 5)

= 2Acos
cos( 5

)sin(kx — wt +

Konstruktive Interferenz tritt auf, wenn kAx + § = 27n
gilt, also wenn

Destruktive Interferenz tritt auf, wenn kAz+96 = (2n+1)w
gilt, also wenn

AgC:(2a”L—i-1)7T—(5_ 1 ]

k
Damit Interferenz iiberhaupt stattfinden kann, miissen die
zeitliche und rdumliche Kohérenz gegeben sein. Die zeitli-
che Kohérenz bedeutet, dass der Nullphasenwinkel ¢ kon-
stant bleibt, also dass die Wellen eine feste Phasendifferenz
haben. Die rdumliche Kohérenz bedeutet, dass die Wellen
iiberhaupt eine Chance haben zu interferieren, also dass
die Wellenfronten sich iiberlappen.

Wenn eine Welle auf ein Hindernis trifft, wird sie reflek-
tiert. Dabei wird unterschieden zwischen einem fixen und
offenen Ende. Bei einem fixen Ende wird die Welle mit
einem Phasenunterschied von 7 reflektiert. Bei einem of-
fenen Ende wird die Welle ohne Phasenunterschied reflek-
tiert.

Wenn eine Welle nun aber auf so eine Grenzflache trifft, so
wird sie nicht nur reflektiert, sondern auch transmittiert,



also durchgelassen. Dies kann in einem Seil zum Beispiel
durch eine Anderung des Massenbelags realisiert werden.

Folglich existieren 3 Wellen.

&a = Aexp(i(+kix — wt))
¢r = Rexp(i(—kix — wt + 6R))
&r = Texp(i(+kax — wt + d7)).

Eine Sinnvolle Annahme ist, dass die Wellen an der Grenz-
fliche = = 0 stetig sind, also dass

fA(O,t) + fR(O,t) = ET(O,t).

Weiter miissen die Krafte an der Grenzflache ebenfalls ste-
tig sein, also dass

51(%(& +¢r) = Sz(%fr

Nach rechnen (siehe Serie), erhalten wir den Parameter

5202
o=/ ==
\ Sip1

Dieser Parameter gibt an wie stark die Welle reflektiert
bzw transmittiert wird. Es gilt fiir die Parameter 6 und

5T:
1
5R:{0 a <
T a>1

or =0.

Hierbei entspricht der Fall von einem "diinnenEnde zu ei-
nem Dichten gehen ist g = 7 und der Fall von einem
"dickenEnde zu einem diinnen Ende ist §g = 0. Dies ent-
spricht intuitiv der Tatsache, dass die Welle an einem fi-
xen Ende mit einem Phasenunterschied von m reflektiert
wird, und an einem offenen Ende ohne Phasenunterschied
reflektiert wird.

Fiir die Amplituden R und T gilt

A2 =R A2,
V2

1.3 Stehende Wellen

Wir betrachten nun 2 eindimensionale fortschreitende
Wellen welche in entgegengesetzte Richtungen laufen. Es
gilt

&1(x,t) = Acos(kx — wt)

& (x,t) = Acos(kr + wt + 0).

Wir kénnen die Zweite Welle noch umschreiben zu
& (z,t) = Acos(—kx — wt + dR).

Die Superposition der beiden Wellen ist gegeben durch

&(x,t) = 2Acos (kz - 521%) cos <wt - §2R> .

Wenn wir fiir die gegenldufige Welle eine Reflexion an ei-
nem harten Ende betrachten, so gilt g = 7. Somit erhal-
ten wir

&(x,t) = 2Asin(kx) sin(wt).

In diesm Fall haben wir bei z = 0 und x = L einen Knoten.

Wenn wir fiir die gegenldufige Welle eine Reflexion an ei-
nem offenen Ende betrachten, so gilt g = 0. Somit erhal-
ten wir

&(x,t) = 2A cos(kx) cos(wt).
In diesm Fall haben wir bei x = 0 und z = L einen Bauch.

Fiir die Energiedichte einer stehenden Welle gilt

a7 1 9 42 2 .2

— = —pw4A .

qv = 3™ cos” (kx) sin”(wt)
Und fiir die elastische Energiedichte gilt

dEg 1 .

dVl = §S4A2k‘2 sin? (kx) cos? (wt).

Wenn man dies plotten wiirde, so sehen wir, dass die kine-
tische und elastische Energie sich gegenseitig austauschen,
aber dass die Gesamtenergie konstant bleibt.

Bei einer Reflexion am fixen Ende gilt: Fiir wt = nr ist
¢ = 0 und fiir wt = (n+ 3)7 ist ¢ maximal und nur
elastisch.

Die Einhiillende ist gegeben durch
u(z) = acos(kx) + Bsin(kx).

Bei einer fest eingespannten Saite gilt w(0) =
Dies fiihrt zu der Bedingung

u(L) = 0.

sin(knpl) = 0.

nmv
L

Also k, = 5%, und somit w,, =
ist gegeben durch A, = 2L,

, und die Wellenlénge

Hierbei sind nur diskrete Werte von k und w erlaubt, wel-
che als Eigenfrequenzen bezeichnet werden.

Ahnlich ist die Situation bei 2 offenen Enden, wobei die
Eigenfrequenzen die gleichen sind, aber die Eigenmoden
sich unterscheiden.

Bei nur einer Seite offen, und der anderen Seite geschlos-
sen, so gilt die Bedingung

sin(k,L) =0 und cos(k,L)=0.
Dies fiihrt zu der Bedingung
. 2n+ D7
to2p

1.4 Dopplereffekt

Schallwellen sind Longitudinale Druckwellen, welche sich
in einem Medium ausbreiten.

Der Dopplereffekt nimmt sich 3 Bezugssysteme zur Hand,
dies des Senders, des Empféangers und des Mediums.

Fiir eine Wahrgenommene Frequenz eines Senders, wel-
cher sich mit der Geschwindigkeit vg bewegt, gilt und ei-
nes Beobachters, welcher sich mit der Geschwindigkeit vp
bewegt, gilt

utovp

uFug

Wir wollen dies nun motivieren. Dazu betrachten wir zu-
néchst die Situation, dass der Sender sich nicht bewegt,

f'=fq



also vg = 0 gilt. Die Anzahl Wellenberge fiir einen ruhen-
den Beobachter ist

ny = fQAt.

Die Anzahl Wellenberge fiir einen bewegten Beobachter ist

- At

Wobei dies fiir einen Beobachter gilt, welcher sich auf den
Sender zu bewegt. Fiir einen Beobachter, welcher sich von
dem Sender weg bewegt, ist ein Minuszeichen vor dem
zweiten Term.

Da die Schallgeschwindigkeit u gegeben ist durch u = fgA,
kénnen wir umformen zu

;. UB _ u-+vp
F=latle =fo——

Analog finden wir, wenn sich die Quelle bewegt, dass

u

r_
f - fQ U —vQ '
Wobei dies fiir eine Quelle gilt, welche sich auf den Beob-
achter zu bewegt. Fiir eine Quelle, welche sich von dem
Beobachter weg bewegt, ist ein Minuszeichen vor vgq.

2 Elektrostatik

In der Elektrostatik beschéftigen wir uns mit elektrischen
LADUNGEN welche sich in Ruhe befinden. Empirisch wis-
sen wir, dass es 2 Arten von Ladungen gibt, welche wir als
+ und - bezeichnen. Gleichnamige Ladungen stossen sich
ab, entgegengesetzte Ladungen ziehen sich an.

Die Menge von Ladungen kénnen mit einem Elektroskop
gemessen werden, welches eine Ladung durch die Abwei-
chung von 2 Metallbldttern anzeigt. Dabei kann auch das
Phénomen der INFLUENZ beobachtet werden, welches be-
sagt, dass eine Ladung in der Néhe eines leitenden Korpers
eine Ladung auf diesem induzieren kann, welche die glei-
che Ladung wie die urspriingliche Ladung hat aber mit
entgegengesetztem Vorzeichen.

Das moderne Bild ist das wir das Elektron haben, welches
die Ladung —e trigt, wobei e = 1.602 - 10712C gilt.

Ladung bleibt immer erhalten, das heisst die Summe aller
Ladungen in einem abgeschlossenen System bleibt kon-
stant.

Wir schreiben Linienladungen als A = %, Flachenladun-

gen als 0 = g—g und Volumenladungen als p = g—g.

Leiter sind Objekt, in welchen sich Teilchen frei bewegen
konnen, wahrend in Isolatoren Ladungen kleben bleiben.

Eines der Zentralen Gesetze der Elektrostatik ist das Cou-
lombsche Gesetz.

(" Theorem 2.1: Coulomb’sches Gesetz

Die Kraft zwischen 2 Punktladungen ¢; und ¢o im
Vakuum ist gegeben durch

1 qige

T dmey 12
1\ J

Ausserdem ist das Superpositionsprinzip von fundamenta-
ler Bedeutung. Es besagt, dass die Kraft auf eine Ladung
q durch mehrere andere Ladungen die Summe der Kréfte
ist, welche durch jede einzelne Ladung verursacht wird.

Die Starke der elektrischen Kraft ist um viele Grossenord-
nungen starker als die Starke der Gravitationskraft.

2.1 Energie einer Ladungsverteilung

Energie ist gespeicherte Arbeit in einem System. Wir de-
finieren eine externe Arbeit Weyt, als die Arbeit, welche
von einer externen Kraft auf das System verrichtet. Sie ist
positiv, wenn die externe Kraft Arbeit verrichtet, und ne-
gativ, wenn die externe Kraft Arbeit verrichtet bekommt.

Nehmen wir OBdA an, dass q1, g2 > 0. Die erste Ladung
kénnen wir einfach hinstellen, es gibt keine Arbeit, welche
von einer externen Kraft verrichtet werden muss.

Bei der zweiten Ladung miissen wir eine Arbeit verrichten,
um sie von unendlich nach r zu bringen. Diese Arbeit ist
gegeben durch

T21 T21
W:/ cht~ds:f/ Fgl‘ds.



Wenn wir den direkten Weg von unendlich nach r nehmen,
so gilt ds = 7y1dr. Wir konnen dies tun, da die senkrech-
te Komponente der Kraft keinen Beitrag zur Arbeit leis-
ten wiirde, weshalb dieser spezifische Weg gewéhlt werden
kann. Somit erhalten wir

r21
W= —/ KRG gdr = KB,
) r 21

Im allgemeinen finden wir fiir NV Ladungen, dass die Ener-
gie gegeben ist durch

_11 445
W_47r602zjjz =

-
ity Y

2.2 Das elektrische Feld

Die Fernwirkung von Ladungen kann durch das Konzept
des elektrischen Feldes erklart werden.

(" Definition 2.2: Elektrisches Feld )

Das elektrische Feld E an einem Punkt im Raum ist
definiert als die Kraft pro Ladung, welche auf eine
Testladung ¢ an diesem Punkt wirkt, wenn ¢ gegen
null geht. Also
F
E = lim —.

q—0 ¢
N\ J

Per Konvention ist dabei die Testladung positiv, damit
die Richtung des elektrischen Feldes mit der Richtung der
Kraft tibereinstimmt.

Wenn wir die Feldlinien einzeichnen, so gilt, dass die Dich-
te der Feldlinien proportional zur Stérke des elektrischen
Feldes ist, und dass die Richtung der Feldlinien die Rich-
tung des elektrischen Feldes angibt. Also zeigen die Feld-
linien von positiven Ladungen weg, und zu negativen La-
dungen hin.

Ausserdem beginnen und Enden die Feldlinien immer an
Ladungen, oder gehen ins Unendliche.

Fiir eine Ladungsverteilung p(r) ist das elektrische Feld
gegeben durch

E(r) = 47:60 ///v |rp_(r22fdv’.

Wichtig ist, dass diese Formel nur im elektrostatischen Fall
gilt.

2.3 Das Gauss’sche Gesetz

Das Gauss’sche Gesetz ist unsere erste Maxwell Gleichung.
Wir kénnen damit das elektrische Feld fiir einen hochsym-
metrischen Fall finden.

Wir haben bereits gesagt, dass der Betrag des elektrischen
Feldes proportional zur Anzahl Feldlinien pro Flachenein-
heit ist. Wir definieren nun

(" Definition 2.3: Elektrischer Fluss )
Der Elektrische Fluss ®g durch eine Flache A ist

definiert als
Oy — // E-da.
A

In Worten ist der Elektrische Fluss die Anzahl der

L Feldlinien, welche durch die Flache A gehen. )

Wenn wir nun einen Wiirfel in einem homogenen elektri-
schen Feld platzieren, so sehen wir dass die Anzahl der
Feldlinien, welche in den Wiirfel hinein gehen, gleich der
Anzahl der Feldlinien ist, welche aus dem Wiirfel heraus

gehen. Also
dp = # E-da=0.
oV

Doch was, wenn wir eine Ladung in unser Volumen legen.
Nehmen wir an, wir platzieren eine Punktladung in eine
Kugel. Dann kénnen wir rechnen

CI)E = # E - -da
ov
- # kL. 12 sin §d0dgs
ov. T

=drkq = a,

€0
Dies motiviert das Gauss’sche Gesetz, welches besagt,
dass der Elektrische Fluss durch eine geschlossene Flache

gleich der eingeschlossenen Ladung geteilt durch ¢ ist.
Also

Theorem 2.4: Gauss’sches Gesetz

Es gilt
# E . da — QCHC .
av €0

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Kugelschale mit ho-
mogener Ladungsverteilung. Aus Symmetriegriinden muss
das elektrische Feld radial sein, also E = E(r)f gilt. Fiir
r < R gilt

dp = 4nr*E(r) = 0= E(r) = 0.

# E~da:Q
oV €0

Fiir r > R gilt

4rr?E(r) = Q
€
1 Q
E(r) = 47eg r2
1 Q
E(r) = — <.
(r) 4meg r2"

Wir kénnen also nicht unterscheiden ob wir eine Punktla-
dung am Ursprung haben, oder eine Kugelschale mit La-
dung @ und Radius R am Ursprung haben, solange wir
uns ausserhalb der Kugel befinden.

Als zweites Beispiel nehmen wir einen unendlich langen,
gerade Draht, mit der Ladungsdichte A. Aus Symmetrie-
griinden muss das elektrische Feld radial sein, also E =



E(r)7 gilt. Wir wihlen als geschlossene Fliache einen Zy-
linder mit Radius » und Lange L. Dann gilt

# E~da:Q
oV €0

L
2nrLE(r) = AL
€0
1 A
E(r)= —
(r) 2meg T
1 A
E(r)= —7
(r) 2meq rr

Als drittes Beispiel nehmen wir eine unendlich ausgedehn-
te, gerade Platte, mit der Flédchenladungsdichte o. Aus
Symmetriegriinden muss das elektrische Feld senkrecht zur
Platte sein, also E = E(z)Z gilt. Wir wahlen als geschlos-
sene Fliache einen Zylinder mit Grundfliche A und Hohe
2h, welcher senkrecht zur Platte steht. Dann gilt

# E-da:Q
av €0

A
24E(z) = 72

€0

1

1

Dieses letzte Beispiel fiihrt uns zum Konzept des Plat-
tenkondensators. Dieser besteht aus 2 parallelen Platten,
welche eine Ladung +@Q und —(@ tragen, und welche durch
einen Abstand d getrennt sind. Innerhalb des Konden-
sators verstiarken sich die elektrischen Felder der beiden
Platten, so dass das elektrische Feld innerhalb des Kon-
densators gegeben ist durch

E= lo’é’.

€0

Ausserhalb des Kondensators l6schen sich die elektrischen
Felder der beiden Platten gegenseitig aus, so dass das elek-
trische Feld ausserhalb des Kondensators null ist.

2.4 Die Energie des elektrischen Feldes

Das elektrische Feld speichert Energie, welche wir mit der
Energiedichte u beschreiben. Sie ist definiert als

dFE €0 2
=88 _Sope
YTav T2

Um dies zu motivieren, betrachten wir einen Luftballon
mit Ladungsdichte ¢ und Radius R. Wenn wir nun den
Radius von R auf R — dR verkleinern, so miissen wir eine
Arbeit verrichten.

Das Volumen nach der Kompression ist gegeben durch

4 4
Vo = g7r(R —dR)? ~ gwRi” — 47 R*dR.

Somit ist die Anderung des Volumens gegeben durch

dV = 47 R?dR.

Somit ist die Raumladungsdichte gegeben durch

dg q ..
=—=——firR R+ dR.
PV " dmRER TS RT
Mit dem Satz von Gauss konnen wir das elektrische Feld
berechnen, welches gegeben ist durch

1 q

E(r) = —— 9 (3 _ R3).
(r) 12meg R2dR (r* = %)

Mit der Substitution r = R + x erhalten wir ndherungs-
weise

r—R

E = Eausscn 1
(r) iR

Dies erzeugt somit einen elektrostatischen Druck

d(¢F) dg 9 r—R
= " = F = —¢F _

p(T‘) dA dA €0Lqussen dR
Integrieren wir dies von R bis R+ dR, so erhalten wir die
Arbeit, welche von der externen Kraft verrichtet werden
muss, um den Ballon zu komprimieren, gegeben durch

R+dR €o
Wext = / p(r)dr = EEgussenMdeR.
R

Dies ist genau die Energie, welche im elektrischen Feld
gespeichert ist, also

cht = udV.

2.5 Elektrisches Potential

Wenn wir eine Ladung von einem Punkt B zu einem Punkt
A bewegen, so miissen wir eine Arbeit verrichten, welche
gegeben ist durch

B B
WBA:—/ F~ds:—q/ E - ds.
A A

Dabei verschwinden die senkrechten Komponenten der
Kraft, und nur die Senkrechten bleiben iibrig. Das Elek-
trische Feld ist also konservativ, analog zur Gravitati-
onskraft, und es existiert somit ein Potential, gegeben
durch

Definition 2.5: Elektrisches Potential
Das Elektrische Potential ist definiert als

E=-VV

Das Potential impliziert ausserdem, dass V x E =0
Somit ist
B
dpa = —/ E-ds=V(B)-V(A).
A

Typischerweise wird der Nullpunkt des Potentials am Un-
endlichen gesetzt, so dass V(c0) = 0 gilt.

Wenn wir eine Potentialdnderung de iiber eine Strecke ds
haben, so gilt
de

dp=-E -ds=F=—.
ds



Der Gradient zeigt immer in die Richtung des grossten An-
stiegs. Folglich ist Senkrecht zum Gradienten eine Fléche,
mit konstantem Potential, genannt AQUIPOTENTIALFLA-
CHE.

Bei mehreren Ladungen, ist nach dem Superpositionsprin-
zip das Potential die Summe der Potentiale, welche von
jeder Ladung verursacht werden. Also

1 i
Ptotal = Z%‘ = 47760 Z r_ ri.
3 K3

Bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(r) ist das
Potential gegeben durch

Theorem 2.6: Potential einer Ladungsverteilung

Es gilt
_ 1 p(x’)
olr) = 4meg ///v Ir — r’|dV ’

Die Potentielle Energie an einem Ort r ist gegeben durch

Epot = qu(r)'

Wenn man somit ein p(r) basteln will, muss ab der zweiten
Ladung Arbeit verrichtet werden.

Theorem 2.7: Energie im Elektrischen Feld

Es gilt
w=3 [ seretmrav

Wir wissen, dass V- E = g gilt, somit?

1
W:fao// V. EpdV
250 )
1 1
—e0¢(r)E(r)|rs — =¢€o /// E-VpdV
2 250 )]s

= 150/// E24v.
2 RS

Mit der Energiedichte u = % sehen wir

aw o1,
u = W = §EOE (I')

Als einfaches Beispiel betrachten wir einen Plattenkon-
densator mit Plattenfliche A und Plattenabstand d. An-
genommen auf einer Platte sei das Potential ® und auf der
anderen 0. Dann ist

Zb
¢BA=—/ E.-ds = EAz.
Hier ist nun Moglich, dass die Arbeit negativ ist, obwohl
A¢ positiv ist, da die Ladung negativ sein koénnte. Fiir

Az = d erhalten wir <I>
E=—=.
d

Beim Potential einer Punktladung ¢ am Ursprung gilt

B
/ :—/ E.ds— ¢
BA A dmeg T

2Die Herleitung ist nicht ganz korrekt, bei der partiellen integra-
tion miisste ein Oberflachenintegral auftauchen, welches aber ver-
schwindet, da das Potential am Unendlichen null ist.

2.6 Mathematisches Interlude

Die folgenden Sétze aus der Vektoranalysis sind von fun-
damentaler Bedeutung fiir die Elektrodynamik.

(" Theorem 2.8: Satz von Gauss

Es gilt
# F-da= // V- FdV.
v 1%

. /

(" Theorem 2.9: Satz von Stokes

Es gilt
yf F-ds://VxF'da.
A A

. /

Wenden wir den Satz von Gauss auf das Gauss’sche Gesetz
an, finden wir

f]][évE.da://vv.EdV:%///vpdV

Da dies fiir jedes Volumen V' gilt, muss die Integranden
gleich sein, also

v-E=2
€0

Daraus folgen auch die Laplace und Poissongleichung.

Theorem 2.10: Poissongleichung

Es gilt

P
Vip=-L

60'

In kartesischen Koordinaten ist die Poissongleichung gege-

ben durch o2 o2 e
Po o Po __p
0x2  Oy? 022 €

Fiir den Fall, dass in unserem Volumen p = 0 ist haben
wir den Spezialfall der Laplacegleichung

Vo = 0.

Mit dem Satz von Stokes finden wir fiir die Elektrostatik

% E~ds://V><E~da:O.
0A A

Da dies fiir jede Fliache A gilt, muss die Integranden gleich
null sein, also
VXE=0.

Achtung. Dies gilt nur in der Elektrostatik, in der Elek-
trodynamik gilt dieses Gesetz nicht mehr.



3 Elektrische Leiter

Isolatoren sind Materialien, in welchen sich Ladungen
nicht frei bewegen kénnen, wahrend in Leitern Ladungen
frei beweglich sind. Aktuell betrachten wir den Prozess
des Bewegens nicht.

Wenn wir einen Leiter ohne externes Elektrisches Feld ha-
ben, so bewegen sich die Ladungen an den Rand des Lei-
ters, so dass das elektrische Feld innerhalb des Leiters null
ist. Mit einem externen Elektrischen Feld, so bewegen sich
die Ladungen ebenfalls an den Rand des Leiters, so dass
das elektrische Feld innerhalb des Leiters null ist.

Im Volumen des Leiters liefert das Gauss’sche Gesetz, dass
v-E=L 0
€0

Leiter werden durch ein externes elektrisches Feld beein-
flusst und umgekehrt.

Im wesentlichen haben elektrische Leiter 4 wichtige Eigen-
schaften:

e Innerhalb des Leiters ist p = 0. Ladungen sind im-
mer auf der Oberflache.

e Das elektrische Feld innerhalb des Leiters ist null.
Ausserhalb ist E = %fz

e Spitzeneffekt: Die Oberflichenladungsdichte hingt
von der Kriimmung der Oberfliche ab, so dass die
Ladungsdichte an spitzen Stellen hoher ist als an fla-
chen Stellen.

Das FE Feld ausserhalb ist parallel zum Normalenvektor
7, da sonst eine tangentiale Komponente des elektrischen
Feldes existieren wiirde, welche Ladungen bewegen wiirde,
was im Gleichgewicht nicht mdglich ist.

Ausserdem ist die Oberfliche eine Aquipotentialfléiche.

Der Betrag der elektrischen Feldstdrke unmittelbar aus-
serhalb eines Leiters ist gegeben durch
o

E=—.
€0

Die Netto Ladung auf der Oberfliache ergibt sich durch die
Arbeit / potentielle Energie der Ladungsverteilung.

W= [|] swrewar

Wir kénnen uns die folgenden Félle vorstellen:

a) Ladung auf der Oberfléche einer Kugel mit Radius R. b)
Homogene Ladungsverteilung auf einer Kugel mit Radius

R.
In Fall a) haben wir

_ @
_87T60 R

In Fall b) haben wir

_ 3 @
"~ 20mey R

Da die Arbeit, welche von der Ladungsverteilung verrich-
tet werden muss, um die Ladung auf die Oberfliche zu

bringen, hoher ist als die Arbeit, welche von der Ladungs-
verteilung verrichtet werden muss, um die Ladung homo-
gen zu verteilen, ist es energetisch glinstiger fiir die La-
dung, sich auf der Oberflache zu befinden.

Wir wollen nun die Eigenschaften von Leitern begriinden.
Dazu nehmen wir einen Leiter. Wenn wir einen Punkt C
auf der Oberflache und einen Punkt A im inneren des Lei-
ters nehmen, so gilt

c
(DCAZ—/ E-ds=0.
A
Wenn nun ein Punkt D ebenfalls auf der Oberflache liegt,

so gilt

D

dep :—/ E-ds=0.

c
Dies folgt da E senkrecht zur Oberflache ist, so dass die
tangentiale Komponente des elektrischen Feldes null ist.
Somit haben wir gezeigt, dass die Oberflache eine Aquipo-
tentialfliche ist.

Mit dem Satz von Gauss folgt direkt, dass die Ladung auf
der Oberflache liegt, da sonst im Inneren des Leiters eine
Ladungsdichte p existieren wiirde, welche das elektrische
Feld im Inneren des Leiters nicht null sein lassen wiirde.

Nehmen wir nun an, dass wir einen Hohlraum haben, wel-
cher von unserem Leiter umschlossen ist. In diesem Hohl-
raum muss auch F = 0 gelten, insofern der Hohlraum
keine Ladung enthélt.

Mit diesem Prinzip funktioniert ein Van de Graaff Genera-
tor, welcher eine Ladung auf einer Metallkugel ansammelt,
welche von einem isolierenden Stab getragen wird, welcher
wiederum von einem leitenden Gehéuse umgeben ist. Das
elektrische Feld innerhalb des Gehéuses ist null, so dass
die Ladung auf der Metallkugel bleibt.

Ein allgemeines Elektrisches Feld kann durch die Poisson
Gleichung gelost werden, wenn geniigend Randbedingun-
gen gegeben sind. Dies ist aber Teil von Elektrodynamik.

Fiir uns sehr wichtig ist es, dass es fiir eine gegebene Menge
an Randbedingungen wenn eine Lésung existiert, dann ist
diese Losung eindeutig.

Die Angabe der Divergenz und der Rotation eines Vektor-
feldes sind ausreichend, um dieses Vektorfeld eindeutig zu
bestimmen, sofer F' — 0 fiir » — oo gilt.

Ein wichtiges Resultat ist das Earnshaw Theorem, welches
besagt, dass es unmoglich ist, ein stabiles elektrostatisches
Gleichgewicht zu erreichen.

Wenn wir eine Ladung in einem Hohlraum platzieren, wel-
cher von einem Leiter umgeben ist, so wird die Ladung die
Oberflache des Hohlraums beeinflussen. Dies Ladung indu-
ziert eine negative Ladung auf der Oberfliche des Hohl-
raums, welche die gleiche Ladung wie die urspriingliche
Ladung hat aber mit entgegengesetztem Vorzeichen, und
eine positive Ladung auf der Oberflache des Leiters, wel-
che die gleiche Ladung wie die urspriingliche Ladung hat.

Nach dem gaussschen Gesetz, muss die Ladung auf der
Oberfliche des Hohlraums die gleiche Ladung wie die ur-
spriingliche Ladung haben, damit das elektrische Feld in-
nerhalb des Leiters null ist.



Folglich fiithlen wir ausserhalb des Leiters die gleiche La-
dung wie die urspriingliche Ladung, jedoch kénnen wir die
Position der urspriinglichen Ladung nicht mehr bestim-
men.

Wenn wir nun die Aussenseite der Schale erden, so erhal-
ten wir einen Faradayschen Kéfig, welcher das elektrische
Feld von aussen abschirmt, so dass im Inneren nur das
Feld der Ladung im Inneren des Kéfigs existiert.

3.1 Kondensatoren

FEin Kondensator ist eine System welches Ladung spei-
chern kann.

Wir erinnern uns an das Potential
1 /
(I)(r) — /// P(r) dvl
dmeg Jfy v — 1]

Definition 3.1: Kapazitat

Die Kapazitit C eines Kondensators ist definiert als

die Ladung @, welche auf dem Kondensator gespei-

chert werden kann, geteilt durch die Potentialdiffe-

renz ® zwischen den Platten des Kondensators. Also
Q

. J

Wichtig ist, dass die Kapazitit eines Kondensators nur
von der Geometrie des Kondensators abhéngt, und nicht
von der Ladung oder dem Potential.

Das einfachste Beispiel ist ein Plattenkondensator. Dieser
besteht aus 2 parallelen Platten, welche eine Ladung +Q
und —(@ tragen, hierbei nehmen wir an, dass die Platten-
fliche A und der Plattenabstand d gegeben ist mit A >> d?.
Das elektrische Feld innerhalb des Kondensators ist gege-
ben durch

1 1
E=—0z= —92.
€0 €0
Mit V = Ed erhalten wir
S Q QA
C=% B g

Wir moéchten nun die Energie eines Kondensators berech-
nen. Die Energie eines Kondensators ist gegeben durch

Q
AW = ®dd = =do.
C

Integration ergibt
Q Q'
W = —dQ' =
|, e

Wenn wir Kondensatoren Parallel schalten, so addieren
sich die Kapazititen, da die Potentialdifferenz iiber beide
Kondensatoren gleich ist. Also

1Q* 1,
30 29V

C(parbxllel = C11 + C2~

Wenn wir Kondensatoren in Serie schalten, so addieren
sich die Kehrwerte der Kapazitdten, da die Ladung auf
beiden Kondensatoren gleich ist. Also
11 n 1
CVserie Cl C'2 ’

11

4 Elektrische Strome

Ein ELEKTRISCHER STROM ist eine (Netto-) Ladung wel-
che in Bewegung ist.

Zum Beispiel hat Kupfer eine Ladungstrigerdichte von
n = 8.4-10%3# /cm3. Wenn wir ein Querschnitt eines Lei-
ters mit A haben, somit ist die Menge an Ladungstriagern
in einer Lange

AN = nAAx = nATAL.

Wir definieren den Strom wie folgt

(" Definition 4.1: Strom

Der Strom I ist definiert als die Ladung g welche
pro Zeiteinheit durch einen Querschnitt eines Leiters
fliesst. Also

dQ

I==2

& = vAne.

Hierbei ist |¢| = e.
. J

Die Stromstérke wird gemessen in Ampere A, wobei 14 =
1C/s gilt.

Die konventionelle Stromrichtung ist die Richtung, in wel-
cher positive Ladungen fliessen. Die physikalische Strom-
richtung ist die Richtung, in welcher negative Ladungen
fliessen, also genau in die andere.

Doch wieso bewegen sich die Elektronen iiberhaupt? Hier-
zu bendtigen wir eine Spannungsquelle, welche eine Poten-
tialdifferenz erzeugt, welche auch die Spannung V' genannt
wird. Diese stellt ein unendliches Reservoir an Ladungen
dar.

Wir unterscheiden zwei Arten von Leitern; den REALEN
LEITER, in welchem wir Ladungen haben, welche gegen
einen Atomrumpf knallen. Wenn wir dies ausrechnen, fin-
den wir das sich die Ladungen mit ca 6m/d bewegen, was
sehr langsam ist. Das elektrische Feld E = % beschleu-
nigt die Ladungen, jedoch kollidieren die Ladungen mit
den Atomriimpfen, so dass sie immer wieder abgebremst
werden.

Im IDEALEN LEITER nehmen wir an, dass die Ladungs-
trager keine Kollisionen haben. Wir nehmen an, dass v =
const ist und somit kein elektrisches Feld notwendig ist.
Dies hat unmittelbar zur Folge, dass das Potential auf ei-
nem Leiter konstant ist.

Wir haben definiert % = vng. v kann jedoch auch ein

Vektor sein. Wir definieren nun die Stromdichte J als
J =ngv.

Der Zusammenhang zum Strom [ ist gegeben durch

IA://J-da.
S

4.1 Ladungserhaltung

Wenn wir ein Volumen V betrachten, so gilt

Iyy = # J - da.
oV



Mit dem Satz von Gauss erhalten wir

IaV:///VV'JdV-

Weiter muss der Strom von einer Ladungsénderung kom-

men, somit gilt
d@ 0
=——=—= dV.
a ot ///V pdv.
ot
dp

Gleichsetzen ergibt
// V. /// pdV
v 1%
~ 2

Dies gilt, da die Gleichung fiir jedes Volumen V gilt, so
dass die Integranden gleich sein miissen.

Isv

gav=-2

Theorem 4.2: Kontinuitatsgleichung

Es gilt
dp
V.- J=—-——.
ot

"Von nix kommt nix"

Davon kénnen wir den stationdren Strom definieren, wel-
cher dadurch charakterisiert ist, dass die Ladungsdichte p
nicht von der Zeit abhéngt. Also

V-J=0.

‘Wenn wir einen realen Leiter haben, so bemerken wir, dass
$E-ds # 0 gilt, da sonst kein Strom fliessen konnte. Wir
kénnen aber schreiben

Etot = Ekons + Enicht—kons-

Fiir das konsservative elektrische Feld gilt gs Fions-ds =0
Das nicht konservative Feld wird von unserer Spannungs-
quelle erzeugt.

Das mikroskopische Ohmsche Gesetz besagt, dass die
Stromdichte J proportional zum elektrischen Feld E
ist.

Theorem 4.3: Mikroskopisches Ohmsches Gesetz

Es gilt
J=0E.

Hierbei ist o die Leitfahigkeit des Materials.

Ein idealer Leiter, hat o = co. Der spezifische Widerstand
p ist definiert als p = %, so dass ein idealer Leiter p = 0
hat.

Nehmen wir uns einen zylindrischen realen Leiter. Wir ha-
ben 3 Gleichungen

1) J=0F
2)p=7
3 E=%

Zusammen finden wir

I:J~A:0EA:K~A.
pl

12

Oder

_ Py
V="I=RL

Wobei R der Widerstand des Leiters ist, welcher gegeben
ist durch R = %l im Spezialfall eines zylindrischen Leiters.

4.2 Schaltkreise

Ein Schaltkreis besteht aus einer Spannungsquelle und
mehreren Bauteilen. Es gibt zwei Regeln. Ladungserhal-
tung > I; = 0 und Energieerhaltung Y V; = 0.

An Jedem Knotenpunkt eines Schaltkreises muss die Sum-
me der Stréme null sein. Wir definieren die Stréme positiv,
wenn sie in den Knotenpunkt hinein fliessen, und negativ,
wenn sie aus dem Knotenpunkt heraus fliessen.

Die Energieerhaltung besagt, dass die Summe der Potenti-
aldifferenzen entlang eines geschlossenen Pfades null sein
muss. Hierbei ist bei einem Wiederstand, wenn wir ihn
entlang der Stromrichtung durchlaufen, die Potentialdiffe-
renz negativ, da die Ladung Energie verliert, und bei einer
Spannungsquelle, wenn wir sie entlang der Stromrichtung
durchlaufen, die Potentialdifferenz positiv, da die Ladung
Energie gewinnt. Analog bei einem Kondensator.

Wenn wir mehrere Widersténde in Serie schalten, so ad-
dieren sich die Widerstande, da die Stréme durch alle Wi-
dersténde gleich sind. Also

Rserie = Rl + R2-

Wenn wir zwei Strome parallel schalten, so addieren sich
die Kehrwerte der Widerstdnde, da die Potentialdifferenz
iber beide Widersténde gleich ist. Also

L1 1
Rparallel Rl R2 '

Eine Reale Spannungsquelle hat einen Innenwiderstand 7.
Wir nennen die Spannung bei offenem Stromkreis ELEK-
TROMOTORISCHE KRAFT €. Somit ist

V=€¢—1Ir.

Wobei € gegeben ist mit
g = # Etot -ds.
oA

4.3 Energieumwandlung

Wenn wir eine Ladung durch eine Potentialdifferenz be-
wegen, so wird Arbeit W = QV verrichtet. Die Leistung
P ist definiert als die Arbeit pro Zeiteinheit, also

dww  dQ
P=—=—"V=1IV.
dt dt
Mit dem ohmschen Gesetz V = IR erhalten wir
V2
P=I’R=—=VI.
R

Die JOULE’SCHE WARME ist die Warme, welche durch den

Strom in einem Widerstand erzeugt wird, und ist gegeben
durch P = I°R.



Wenn wir nun zwei Glithbirnen fiir 60 W und 100 W ha-
ben fiir einen Haushalt und diese entgegen der Intuition in
Serie schalten, so stellen wir fest, dass die 60 W Gliihbirne
heller leuchtet als die 100 W Gliihbirne. Dies liegt daran,
dass die 60 W Gliihbirne einen héheren Widerstand hat als
die 100 W Gliihbirne, so dass mehr Leistung in der 60 W
Gliihbirne umgesetzt wird.

Wir wollen uns nun noch kompliziertere Schaltkreise an-
schauen. Betrachten wir dazu folgenden Schaltkreis um
einen Kondensator aufzuladen.

Mit Kirchhoff erhalten wir

Q
—IR—==0.
c C
Wir kénnen dies umschreiben zu
@  Q
RE + C =&
d Vo 1
—dt=—= — —0Q.
Q R RCQ

Wir definieren nun 7 = RC und Iy = %. Einsetzen gibt
Q@ _ Ir—Q
dt T

Weiter sei Qg = CVjy. Separieren der Variablen gibt

/Q ]. dQ/ _ /t ldt/
Q(to)=0 I()T — Q/ o T '

Integration ergibt

(I()T—Q) t

In(L——=)=_2

IoT T
I()’T—Q _t
I()T

Qt)=Ior(1—e 7)) =Qo(l —e 7).

Den Strom finden wir durch differenzieren von Q(t), also

Der Strom ist also zu beginn stark und nimmt dann ex-
ponentiell ab, wihrend die Ladung zu beginn null ist und
dann ansteigt, bis sie den Wert Qg erreicht.

Die Spannung iiber dem Kondensator ist gegeben durch

Ve (t) = @.

5 Spezielle Relativitatstheorie

Wir mochten kurz die Eigenschaften tiber Raum und Zeit
besprechen, welche wir bislang angenommen haben. Bis-
lang nahmen wir an, dass Zeit und Raum homogen und
isotrop sind, also dass Raum und Zeit absolut sind. Weiter
sind Inertialsysteme Systeme, in welchen die newtonschen
Gesetze gelten. Letztens haben wir das Gallilei’sche Re-
lativitatsprinzip. Wenn wir ein Inertialsystem haben, so
ist jedes andere System, welches sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit relativ zu diesem System bewegt, ebenfalls
ein Inertialsystem. Damit konnen wir sagen, dass alle Iner-
tialsysteme gleichwertig sind, so dass es kein bevorzugtes
Inertialsystem gibt. Man kann dies ausdriicken durch: Die
Naturgesetze miissen Forminvariant sein.

F=ma < F =ma’.

Der Erste wichtige Punkt ist die Gallilei Transformation,
welche lautet
r(t) =1'(t) + vt.

Wir wollen das Konzept der Weltlinie und des Ereignisses
einfiihren. Ein Ereignis ist ein 4-Tupel

ct x

I I I
Te =0 = =1,
T

<

z

Hierbei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Variante mit
dem Strich oben 7 ist ein KONTRAVARIANTER VEKTOR. Er
hat eine rdumliche und zeitliche Komponente. Wir schrei-
ben einen Vektor auch gerne als

3
T = E xte,.
pn=0

Eine andere Version ist der KOVARIANTE VEKTOR z, wel-
cher gegeben ist durch

g:(ct Ty z):(azo 1 X9 .’II3).

In Summen schreibweise ist das
3
_ w
x = E x,et.
n=0

Ein Kovarianter Vektor ist wie ein normaler Vektor, der
kovariante Vektor ist wie eine Ableitung. Wir definieren
da Skalarprodukt in der newtonschen Mechanik als

- T =c*t? +x2

Der kovariante Vektor ist der Dualvektor zum kontravari-
anten Vektor, so dass

3

,—_E: u

r-T = xat.
n=0

Wir wollen ein wenig mit der Gallilei Transformation spie-
len. Wir definieren

B=uv/c
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Im jargon wird dies BOOST bezeichnet. Es gilt
vt +1'(t) = r(t).

Gleichzeitig erhalten wir die Gallilei Addition von Ge-
schwindigkeiten. Durch einmal Ableiten erhalten wir

dr’ _dr_
dt  dt
Bei der zweiten Ableitung erhalten wir
e
2 de2’

Somit ist F' = ma < F = ma’. Dies nennt man die For-
minvarianz des zweiten newtonschen Gesetzes unter der
Gallilei Transformation.

Eine triviale Eigenschaft ist At = At’ und

Ar =1y, —1r1 =T’ — 11’ = Ar'.

Stellen wir vor wir fahren mit Geschwindigkeit v in einem
Auto, und sehen Palmen ausserhalb. Dann sehen wir die
Palmen mit Geschwindigkeit v auf uns zukommen, so dass
die Geschwindigkeit der Palmen —wv ist. Dies folgt direkt
aus der Gallilei Transformation.

Als zweites Beispiel schwimmt eine Person durch einen
Fluss mit Geschwindigkeit v’ der Fluss bewegt sich mit
Geschwindigkeit v senkrecht zur Schwimmrichtung. Somit
ist

=7 +v.

Das ganze kénnen wir ganz elegant in Vektorform schrei-
ben, durch eine Matrizenmultiplikation

1 0 0 O

1
TR 172 . -8 1 00
" = Mg x, mit Mg = 520 1 0
-5 0 0 1

Wenn wir ein ruhendes Objekt haben, so ist die Weltlinie
dieses Objekts gegeben durch eine parallele zur Zeitach-
se. Wenn wir nun die Gallilei Transformation anwenden,
so erhalten wir eine Weltlinie, welche sich gegeniiber der
Zeitachse neigt, so dass das Objekt sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt. Die Steigung ist gegeben durch

det’ 1

de 8’

Betrachten wir mal ein wenig Elektrodynamik. Die frage
ist, was ist das Medium in welchem sich Licht (also eine
EM Welle) ausbreitet? Es wurde das Konzept des ATHERS
eingefiihrt, welches ein Medium ist, in welchem sich Licht
ausbreitet. Hierbei haben wir ein ausgezeichnetes Inerti-
alsystem, folglich geht die Gallilei Relativéitivitdtstheorie
nicht mehr auf. Die Existenz des Athers wurde durch das
Michelson-Morley Experiment widerlegt, welches zeigte,
dass die Lichtgeschwindigkeit in alle Richtungen gleich ist.

Dies brachte Einstein zum genialen Postulat: Die Licht-
geschwindigkeit hat im Vakkum den selben Wert relativ
zum Inertialsystem.

5.1 Raum und Zeit

Wir beginnen damit Zeiten zu Messen. Stellen wir uns ei-
ne Lichtuhr in einem Bewegten Inertialsystem K’ vor. Ein
Lichtpuls wird von einem Spiegel ausgesendet und dann
reflektiert, bevor er wieder am Spiegel ankommt. Die Zeit,
welche der Lichtpuls bendtigt, um zum Spiegel zu gelan-
gen, ist gegeben durch

2L
At =—=—.
c
In K bewegt sich die Lichtuhr mit Geschwindigkeit v. So-
mit ist die Zeit, welche der Lichtpuls benétigt, um zum
Spiegel zu gelangen, gegeben durch

A= 2P+ (A2

c

Somit ist auch

v_ A2,

(A —v*)At? = 2=

Somit folgt, dass
At

- At

Jiep |

Dies ist die sogenannte ZEITDILATATION. Es gilt v > 1, so
dass die Zeit in K immer grosser ist als die Zeit in K.

At

Somit sind Zeitintervalle am kiirzesten in dem Inertialsys-
tem, in welchem die Ereignisse am selben Ort stattfinden.
Mann nennt dies auch EIGENZEIT 7.

Eine Messung beginnt immer mit einem Startereignis T

:<i>.

Wenn wir die Zeit messen wollen geht dies am Besten in
einem Inertialsystem am selben Ort, wenn wir eine Linge
messen wollen, so geht dies am Besten in einem Inertial-
system zur selben Zeit. Als Trick: Ax = cAt.

(Ct) und endet mit einem Endereignis .

S

Wenn wir zwei Koordinatensysteme K und K’ haben, wol-
len wir im allgemeinen dass bei ¢t = ¢’ = 0 die Koordina-
tensysteme iibereinander liegen, so dass die Koordinaten
der Ereignisse in beiden Koordinatensystemen gleich sind.

Wenn wir in einem ruhenden System eine Linge I’ messen,
so lasst sich diese Lénge in einem bewegten System K,
welches sich mit Geschwindigkeit v relativ zu K’ bewegt.
Wir betrachten bei einer Lichtuhr die Ereignisse

Tabelle 2: Ereignisse

Ereignis ‘ K ‘ K’

Emission | to | &
Reflexion | t; | )
Ankunft | to |

In K’ ist I' = c(t] —t{). Zuriick gilt I’
ist At =th —t =2l'/c.

In K ist cAt; =1+ vAt; Also

= ¢(thy, — t}). Somit

l

cC—v

= Aty.
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Auf dem Riickweg ist cAty = — vAts, also

= Ats.
c+v 2

ist cAt = cl( + -2

c—v ctv

) =201

Zusammengenommen el

so dass
cAt = 202

Wir wissen jedoch bereits, dass At = yAt'. Filigen wir
unsere Gleichungen zusammen, so erhalten wir

ey At = 21~?
2l
ey — = 2ly?
c
U'=1-~
l/
l=—.
Y

Dieser Effekt wird als LANGENKONTRAKTION bezeichnet.

5.2 Lorentz Transformation

In der speziellen Relativitédtstheorie miissen Boosts zwi-
schen Inertialsystemen die Naturgesetze invariant lassen.
Fiir einen Lichtblitz in K gilt also 22 + y? + 22 = ¢*t2. In
K’ muss ebenfalls 22 + y'2 + 22 = ¢?t'? gelten. Mit der
Gallilei Transformation erhalten wir

117/2 + y/2 + Z/2 _ C2t/2 o (26zlct/t + ﬂQCQtIQ).

Somit ist die Gallilei Transformation nicht mehr giiltig, da
sie die Form der Lichtkugel nicht invariant ldsst. Wichtig
ist ausserdem dass fiir v < ¢ die Gallilei Transformation
eine gute Naherung ist.

Diese Transformation, wird durch die LORENTZ TRANS-
FORMATION ersetzt, welche gegeben ist bei einem Boost in
z-Richtung durch

=z
Y=y
2 = A(x — vt)
t' = Bz + Dt.

Einsetzen in die Gleichung der Lichtkugel ergibt

ct
CE/
y | =7
Z/
‘Wobei
v 0 0 —py
0 1 0 0
A= 0 0 1 0
=By 0 0 v

Bemerkung: A~!(v) = A(—v), so dass die Lorentz Trans-
formation eine Inverse hat, welche auch eine Lorentz
Transformation ist.

Wir definieren ein spezielles Skalarprodukt, welches Lor-
entz Invariant ist, durch

K, -a" =22+ 9%+ 22— A2
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Angenommen wir haben ein Bezugssystem K mit kovari-
anter Basis e = (eq, e1, €2, e3), Weiter haben wir ein Be-
zugssystem K’ mit kovarianter Basis ¢/ = (e, €], €5, €5).
Es gilt

e =eR.

Wir wollen haben fiir eine Rotation um 90 Grad:

-1
0/
Bei einer Kontravarianten wére

()= (5 ) )

Somit ist T’ = R~'z. Konventionsbehaftet, ist

(ehoch) = (enea) (]

R =A.

In der speziellen Relativitdtstheorie lédsst sich ein kovarian-
ter Vektor durch einen kontravarianten Vektor durch die
Metrik g, ausdriicken, also

z=7"g.

Wobei g der Metrische Tensor ist, welcher gegeben ist
durch

1 0 0 0
o =1 0 o
910 o -1 o0
0 0 0 -1

Mit der Einsteinschen Summenkonvention koénnen wir
schreiben
't = Az,

Und fiir die kovarianten Vektoren
Ty = g’

Wir mo6chten uns nun Absténde in einem abstrakten Sinn
anschauen. Angenommen wir haben zwei Ereignisse x und

y.
T = (Ct17$7y’ Z)
y = (cto, 2.y, 7).

Dann ist ct] = y(ct—B2), cth, = y(ct' — f2’). Somit kénnen
wir bei einem Ubergang zu differenzialen die Geschwindig-
keit im ungestrichenen System v = i—‘i definieren, so dass

,  U—0
W=
c2

Hierbei ist v die Boost Geschwindigkeit, v die Geschwin-
digkeit im ungestrichenen System und u’ die Geschwindig-
keit im gestrichenen System. Fiir die Riicktransformation
erhalten wir

v+

14 %

Wenn wir nun einen Lichtblitz betrachten, so ist u = ¢, so
dass

c—v
u = = +ec.
1_ ue
C2

Eine weitere Eigenschaft der speziellen Relativitatstheorie
ist das die Gleichzeitigkeit von Ereignissen relativ ist. An-
genommen wir haben zwei Ereignisse Z; und s, welche im



System K gleichzeitig stattfinden, so dass t; = t3. Somit Angenommen wir haben zwei Koordinatensysteme K und

sind die Ereignisse bei Koordinaten

ct ct
_ +/ _ —L
T = 0 T — 0

0 0

Wenn wir nun in ein System K’ wechseln, welches sich mit
Geschwindigkeit v relativ zu K bewegt, so erhalten wir

ety = 7y(ct — B0)
cthy = ~y(ct + BL).

Somit ist das Zeitintervall zwischen den Ereignissen in K’
gegeben durch

cAt = cth — ct] = 2yBL.
Somit ist

2B

C

At £ 0.

Wir suchen nun invariante Grossen, welche in allen Inerti-
alsystemen gleich sind. Unter der Gallilei Transformation
wiire dies zum Beispiel Ar. Somit wire es auch Ar?. Es
gibt eine Metrik, ||r|| welche die Lénge eines Vektors misst.
In der newtonschen Mechanik ist dies die euklidische Me-
trik, welche gegeben ist durch

Ir]2 =r-r=2%+y%+ 22

Wir definieren den 4-ER ABSTAND oder 4-er Metrik im 4
dimensionalen Raum, auch MINKOWSKI RAUM genannt,
durch

As® = (cAt)? — (Ar)?.
Er ist invariant unter der Lorentz Transformation.

. . . _ ct
Proof. Wir nehmen uns einen kontravarianten Vektor T = (vecr)'

Unter der Lorentz Transformation gilt T’ = AZ. Somit ist
cAt = y(cAt — BAz)
Az = v(Az — BcAt)

Somit ist
As'? = (cAt')? — (AZ')?
=~2(cAt — BAz)? — 42 (Az — BeAt)?
=721 = B%)(cAt)? —7*(1 - B%)(Az)?
(cAt)? — (Az)?
= As?

Fir einen Vierervektor x definieren wir

|z =2 -7 = z,0" = 22 —r2

5.3 Minkowski Diagramme

Um den Minkowski Raum besser zu verstehen, kénnen wir
Minkowski Diagramme verwenden. Wir stellen auf der ho-
rizontalen Achse den Raum dar, und auf der vertikalen
Achse die Zeit. Der Boost findet dann entlang der Raum-
achse statt. Ein Ereignis ist dann ein Punkt in diesem
Diagramm.
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K’, welche sich mit Geschwindigkeit v relativ zueinander
bewegen. Dann ist die Zeitachse von K’ gegeben durch die
Gerade 2 = vt, und die Raumachse von K’ gegeben durch
die Gerade ct = vz.

Wir wollen nun zeigen dass ein Ereignis, welches in K bei
Koordinaten (ct,z) liegt, in K’ bei Koordinaten (ct’,z’)
liegt, welche durch die Lorentz Transformation gegeben
sind. Es gilt

2’ = ~y(x — Bet)
ct' = ~y(ct — Bx)x
ct = y(ct' + Ba’).

= y(2' + Bet’)

Der Neigungswinkel des gestrichenen Koordinatensystems
ist gegeben durch tanf = . Somit ist die Steigung der
Zeitachse von K’ gegeben durch tanf, und die Steigung
der Raumachse von K’ gegeben durch cot 6.

Weiter sollte die Einheit der 2z’ Achse erfiillen, dass
(ct',2") = (0,1) ist. Somit ist x = v und ¢t = 7. Analog
ist die Einheit der c¢t’ Achse gegeben durch z = S+ und
ct =1y.

Somit ist die Einheitslange gegeben durch /42 — 3242 =
1.

Aufgrund der Minkowski Metrik, folgt ausserdem, dass wir
keine Einheitskreise haben, sondern sogenannte Einheits-
hyperbeln, welche gegeben sind durch ¢?t? — 22 = 1. Alle
Punkte auf dieser Hyperbel haben die selbe Minkowski
Metrik, so dass sie alle die selbe Lénge haben.

Das Minkowski Diagramm veranschaulicht als Raumzei-
tintervalle. Wichtig, der Visuelle Eindruck, von gleichem
Abstand, ist nicht immer korrekt, da die Metrik nicht eu-
klidisch ist.

Wir definieren drei Arten von Abstédnden. Der Lichtkegel
im Falle von As? = 0, der Zeitartige Abstand im Falle
von As? > 0 und der Raumartige Abstand im Falle von
As? < 0.

Wenn wir einen Zeitartigen Abstand haben, so kénnen wir
in ein Inertialsystem boosten, in welchem die Ereignisse
am selben Ort stattfinden. Wir kénnen also die Eigenzeit
7 messen. Ausserdem ist die Reihenfolge der Ereignisse in
allen Inertialsystemen gleich, so dass es eine Kausalitét
gibt.

Wenn wir einen Raumartigen Abstand haben, so kénnen
wir in ein Inertialsystem boosten, in welchem die Ereig-
nisse zur selben Zeit stattfinden. Wir kénnen also die Fi-
genldnge | messen. Bei Raumartigen Absténden ist die
Reihenfolge der Ereignisse nicht in allen Inertialsystemen
gleich, so dass es keine Kausalitdt gibt.

5.4 Masse, Energie und Impuls

Sinnvolle Parameter zur Parametrisierung der Weltlinie ei-
nes Teilches ist die Eigenzeit 7. Damit kénnen wir dann
die Eigenzeit Ableitung definieren, welche auch als Vierer-
geschwindigkeit bezeichnet wird, durch

dz  (d(et)/dr
== ()

u =



Wir wollen nun Energie und Impuls raten. Nehmen wir
ein Ereignis ¥ mit Vierervektor z#. Dieses hatte die Ei-
genschaft, dass 7 = z,2" ein Lorentz invarianter Skalar
ist. Wir wollen nun raten.

Die Zeitdilatation besagt, dass At = yA7. Somit ist dann
auch dt = ~ydr. Somit gibt es zwei Kandidaten fiir die
Vierergeschwindigkeit.

_ da¥

dzt

oder u* = —.
dr

77#

Wir werden sehen, dass due zweite Variante die richtige
ist. Es gilt

dz®  det

Fra
dx dx dt
il TR AL

Ausserdem ist

uut = 2y* —y?? = A
Somit erfiillt die von uns geratene Vierergeschwindigkeit
die Lorentz Invarianz. Ausserdem ist fiir v < c¢ die Vierer-
geschwindigkeit ungefihr u ~ (¢, v) was dem klassischen
Fall entspricht.

Multiplizieren wir die Vierergeschwindigkeit mit der Mas-
se m, so erhalten wir den Viererimpuls

(

Fir uns ist die Masse ein Lorentzskalar. Betrachten wir
nun

yme =: p°
ymef = p

mu =

p:

ep® = myc® = E.
Somit ist
E/c

(p)'

Das Skalarprodukt des Viererimpulses ist gegeben durch

p:

E2 2
= pem

2.2

pupt = c.

Theorem 5.1: Relativistische Energie-Impuls-Bezie-
hung
Es gilt

E? = m2ct + p2c2.

Der Impuls geht direkt in den klassischen Impuls iiber, da
P =ymeB = mv fir v < c.

Wenn wir nun cp? fiir v < ¢ betrachten, so erhalten wir
2, 1 5 4
E =mec +§mv + O(v%).

Der erste Term mc? ist die sogenannte RUHEMASSE, der
zweite Term ist die klassische kinetische Energie, und der
dritte Term ist eine Korrektur zur kinetischen Energie,
welche bei hohen Geschwindigkeiten relevant wird.

Der Gesamt-Viererimpuls P = Y.p ist in einem abge-
schlossenen System erhalten, wie dies beim Dreierimpuls
der Fall war.
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5.5 Dopplereffekt

Nehmen wir eine Quelle in einem bewegten Bezugssystem
K', welche eine Frequenz f’ aussendet. Dann ist zunéchst
E? = m?c* 4 p%c®. Fiir ein Photon ist m = 0, so dass
E = pc. Der Viererimpuls ist somit, wenn sich das System
in z-Richtung bewegt, gegeben durch

E'/c
p' sin 6’
0
p' cos B’

—/

Wenn wir nun in das System K wechseln, so erhalten wir
mit der Lorentz Transformation und und p = h%, sodass

f
Wenn wir 6 noch transformieren, so erhalten wir

I 1

F T A= Beost)

Der LONGITUDINALE DOPPLEREFFEKT ist gegeben durch
# = 0 oder 6 = 7, so dass

E
=5 = ¥(1 + Bcost).

LA N
om0 V15
S =8
fl O=m 1+ﬁ

Unter beliebigen Winkeln sprechen wir vom TRANSVER-
SALEN DOPPLEREFFEKT, welcher insbesondere fiir 8 =
/2,

1

v

f

f/

0=m/2

ergibt.



o] 6 Felder bewegter Ladungen

Wir nehmen vorerst die folgenden beiden empirischen Ge-
setze an,

F=¢gE+vxB)

515 B-dl = ol
0A

Hierbei ist B das sogenannte MAGNETFELD. pg ist die
PERMEABILITAT DES VAKUUMS, wobei ¢ L gilt.

VEoHo
Ausserdem gilt noch

V-B=0.

Dementsprechend existieren keine magnetischen Monopo-
le. Das Magnetfeld wird in Tesla T gemessen, so dass
1T = 1Vs/m?.

Die Richtung des Magnetfeldes wird durch eine kleine
Kompassnadel bestimmt, was das dquivalent zur Testla-
dung ist.

Im allgemeinen hat Magnetismus etwas mit Stromen, also
bewegter Ladung zu tun. In der Elektrostatik haben wir
gelernt, dass

FE = FE(I'7 q)
In der Magnetostatik hingegen ist
FB = FB (I‘, I)

Um Homogene Felder zu erzeugen, konnen Hufeisenma-
gnete oder Spulen verwendet werden.

Eine wichtige Eigenschaft von Magnetfeldern ist, dass
WB:/FB~dr:/q(v><B)-vdt:O.

Eine wichtige Eigenschaft der Ladung ist, dass

/ E(t)-da= / E'(t')-da’.
oV (1) V()

Ladung ist somit Lorentzinvariant. Wenn wir elektrische
Felder transformieren, so miissen wir parallel und senk-
recht zum Boost unterscheiden. Um dies zu zeigen, be-
trachten wir einen Plattenkondensator mit Platten in der
zy-Ebene, so dass das elektrische Feld in z-Richtung zeigt.

Im Ruhesystem K vom Plattenkondensator, gilt
E=2
€0
Nun lassen wir ein Inertialsystem K’ mit Geschwindigkeit
v relativ zu K entlang der z-Achse vorbeifahren. In K’ ist
die Ladungsdichte
oo Q@ e
Az Ay Ax/vy- Ay '

Somit folgt
Ej_ S ’}/EJ_.

Wenn wir nun parallel zum Feld boosten, so erhalten wird
der Plattenabstand verkiirzt, jedoch ist das elektrische
Feld unabhéngig vom Plattenabstand, so dass

E| = E).

Diese beiden Gleichungen sind die sogenannten EINSTEIN-
GLEICHUNGEN.
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6.1 Felder bewegter Ladungen

Betrachten wir nun eine Punktladung ¢, welche in K ruht.
Dann ist
I q.

E=—=7.
4dmeg r?

Nun rast ein Inertialsystem K’ mit Geschwindigkeit —v
relativ zu K entlang der z-Achse vorbei. Hierbei ist K’
das Laborsystem.

Somit gilt mit der Lorentztransformation
v
t=rt — o
V(= 52
x =z’ —vt')
=7,
Somit ist das Elektrische Feld in K’ gegeben durch

/

q YT
E =E,= -
T 471.50 ((71”)2 +yl2 +Z/2)3/2
q vy’
El =~F =
y = THy dreo ()2 + y2 1 22)3/2
/
B, =yE, = 1 i

dreg ((71")2 +y/2 _|_Z/2)3/2'

_ 1-p

 dmegr'? (1—B2sin20)3"

Das Feld wird also in Bewegungsrichtung gestaucht.
)04 q

Wichtig hierbei ist, dass E’ und 7’ in die selbe Richtung
zeigen.

6.2 Beschleunigte Ladungen

Wir wollen nun eine beschleunigte Ladung betrachten. Zu-
néchst betrachten wir eine Ladung welche instantan von
v = 0 bei t = 0 auf v, beschleunigt wird. Zu einem Be-
obachtungszeitpunkt 7" miissen wir nun die Welt in zwei
Teile aufteilen, den Bereich ausserhalb von R = T, in
welchem die Information das die Ladung verschoben ist
noch nicht angekommen ist und innerhalb. Wir wollen die
Schale nun genauer anschauen.

Die Feldlinien ausserhalb der Kugel zeigen alle auf den Ur-
sprung und die Feldlinien innerhalb der Kugel, zeigen alle
auf die neue Position der Ladung und sind gestaucht. Der
Ubergang muss so sein, dass das Gauss’sche Gesetz erfiillt
ist. Dass dies Funktioniert, miissen wir eine transversale
Komponente des elektrischen Feldes einfiihren.

Die analoge Situation haben wir, wenn eine Ladung von
v, auf 0 abgebremst wird. Innerhalb der Kugel zeigen die
Feldlinien alle auf die Position der Ladung, ausserhalb der
Kugel zeigen die Feldlinien alle auf Position der Ladung
bevor sie abgebremst wurde. Wir mochten diesen Fall nun
genauer betrachten.

Nehmen wir an, dass wir eine Abbremszeit 7 haben, so
dass die Ladung von v, auf 0 abgebremst wird. Dies stellen
wir durch eine mittlere Beschleunigung

Uy

Oy = ——
-



dar. Damit finden wir auch

Lo = VT — —AgT> = 5%7’.

2

Wir wollen nun FEjy als transversale Komponente des elek-
trischen Feldes betrachten. Nun nehmen wir an, 7 < T
und ¢TI > zg, so dass die Schale diinn ist. Mit geometri-
schen Uberlegungen kénnen wir zeigen, dass

Ey

v sin 0
E. ’

CT

Der Radiale Anteil des elektrischen Feldes muss stetig sein,

und somit
q

E, = .
47T€0R2

Somit folgt direkt

q voTsinf

E =
0 dmegR2 T
B q vy cI'sinf
T dmegR2 T 2
~—

c
a

—asinf

—

q

B dmegR? ¢

Das ist proportional zur Beschleunigung und, das Feld ist
proportional zu %. Die Energiedichte des Feldes lésst sich
berechnen durch

€0 2
Ug —F
2 0

€0 )
— E;dV
2 // o

1 q2a2

-
3-4meg 3

Ug,

Somit ist die Leistung:

1% 1

T 3-dmey 3

q2a2

Dies ist die sogenannte halbe Larmor Formel.
Folglich strahlt eine beschleunigte Ladung Energie ab!

Wenn wir eine Kraft auf eine Ladung ausiiben durch ein
bewegtes E-Feld, so erfihrt die Ladung eine Kraft. Es gilt
Fy=qE) FL=qE..

Fiir die Kraft ist es also egal, ob die Ladung sich bewegt

oder nicht, es ist also Forminvariant.

6.3 Wechselwirkungen bewegter Ladun-
gen

Betrachten wir einen Leiter, welcher im System K ruht.
Wir wissen, dass der Leiter aus Ionen besteht und sich
Elektronen mit einer Geschwindigkeit vy bewegen. Wir ha-
ben eine Linienladungsdichte Ay = +X und A_ = —A. So-
mit ist die Ladungsdichte im Leiter Ay + A_ = 0, so dass
der Leiter elektrisch neutral ist.

Nun fliege ein Elektron mit Geschwindigkeit v relativ, par-
allel am Leiter vorbei. Hier haben wir nun ein Magnetfeld,

19

welches durch die Elektronen im Leiter erzeugt wird, so
dass das Elektron eine Kraft erfahrt. Die Stromdichte ist

j = —nevy.
Und I = —MAvyg.

Bewegen wir uns nun in das System Ky der Elektronen
im Leiter, so boosten wir mit 3y = “2. In diesem System
haben die Elektronen eine Ladungsdichte von

0 _ ﬂ dg
T dx®  dz -y

1
= ——\
Yo

Bewegen wir uns in das System K’ der bewegten Ladung,
so erhalten wir einen Boost, § = 7. Die Linienladungs-
dichte der Atomriimpfe wird

)\/ = % = dq =
Toda dx/y

YA

Fiir die Elektronen ist es nun ein wenig komplizierter, da
sich die Elektronen auch noch bewegen. Hierfiir brauchen
wir die relativistische Geschwindigkeitsaddition. Aus der
additionsformel erhalten wir

I BO*B
0T 188

Hierbei ist 3 die Geschwindigkeit der Elektronen im Sys-
tem K’. Der Gammafaktor der dies erzielt ist

Yo = 10(1 = BBo).

B

Proof. Wir wollen das Quadrat davon zeigen. Es gilt

/2 1 1

Yo = 1 7/33 - 1— ((1/33[;5)))22 .
Auf einen gleichen Nenner gebracht, erhalten wir
2 (1-882)
(1= BBo)? = (Bo — B)?
_ (1-883)
1— 2880 + B2B5 — B3 + 2880 — 2
(1 = BBo)?

T 1-B)(1- )
=?3(1 - BBo)>
|

In K’ der bewegten Punktladung ist somit die Linienla-
dungsdichte der Elektronen

No— A

o~ 0 =—7A(1 = BPo).

Somit ist die Ladungsdichte im System der bewegten La-
dung
N =N+ X =~A85y > 0.

Es liegt also eine netto Lininenladungsdichte vor. Nach
der Formel fiir das elektrische Feld einer Linienladung, ist
das elektrische Feld, welches die bewegte Ladung erfahrt,
gegeben durch

C 2meg v 2meq

/

Ausserdem erféhrt die Ladung eine Kraft von

_1 197860

F' =qF = —
2me r



Transformieren wir nun zuriick in das System K, so erhal-

ten wir o \
po a4} BB
¥ 2weg 1
Da I = —A\vg = —AfBgc, so erhalten wir

1
= ——F—— - gU
27T€002d 1

Das erste Ding definieren wir als das Magnetische Feld, so
dass

B 1

" 2mepc2d’
Somit gilt die Lorentzkraft

F =quB.

Fir einen Draht sehen wir somit auch direkt, dass

_ kol
o2rd’

Hierbei ist po = 50% die Permeabilitdt des Vakuums.

7 Magnetische Felder

Analog zum elektrostatischen dg betrachten wir nun ein
kleines Stiickchen Strom Idl. Somit ist I = vA. Die Kraft
auf einen Leiter durch ein homogenes B-Feld ist gegeben
durch

dF = dg(v x B) = Adi(v x B) = I(dl x B).

Die Kraft auf einen unendlichen geraden Leiter durch ein
homogenes B-Feld ist somit

F = I(1 x B).

Example 7.1: Zwei unendliche Leiter

Wir haben zwei parallele unendliche Leiter, welche
einen Abstand d haben. In einem Leiter fliekt ein
Strom I, im anderen ein Strom I>. Wir wollen nun
die Kraft berechnen, welche die Leiter aufeinander
ausiiben.

Die Magnetfelder der Leiter sind gegeben durch

poly
B —
! 2md
tol2
By = —=.
2 2mwd

Die Kraft auf Leiter 1 durch das Magnetfeld von Lei-
ter 2 ist gegeben durch

polils
.

Fio=-Fy =L(1xBy) = ord

Wir haben zuvor das Ampére’sche Gesetz gesehen:

B-dl =yl
0A

Example 7.2: B-Feld eines geraden Leiters

Wir wollen nun das B-Feld eines geraden Leiters be-
rechnen. Hierfiir verwenden wir das Ampére’sche Ge-
setz. Wir wahlen einen Kreis um den Leiter als Am-
pereschen Pfad, so dass

B-dl:B% dl = 27rB.
A A

Somit ist
_ ol g

B = .
2mr

Mit dem Satz von Stokes konnen wir das Ampére’sche
Gesetz auch schreiben als

0A

//A(VXB)-da://AuOJ-da.

Da dies fiir jedes A gilt, so muss

VXB:/L()J.
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Das Magnetische Feld hat also eine Rotation, was sie fun-
damental vom elektrostatischen Feld unterscheidet.

Ausserdem sind Magnetische Feldlinien im Vergleich zu
elektrischen Feldlinien geschlossen, weshalb der netto ma-
gnetische Fluss durch eine geschlossene Oberflache immer

0 ist.
@B:/ B-da=0.
ov

Wenden wir den Satz von Gauss an, so erhalten wir

V-B=0.

Eine weitere Gleichung, welche immer gilt ist die Konti-
nuitétsgleichung,

dp

— =0.

ot

In der Elektrostatik haben wir gefordert, dass J = 0 gilt.
In der Magnetostatik hingegen, fordern wir, dass V-J = 0
gilt. Wir wollen nun ein Analogon zum Coulomb’schen
Kraftgesetz fiir Magnetische Felder finden.

R

7.1

In der Elektrostatik haben wir gesehen, dass aus der ver-
schwindenden Rotation des elektrischen Feldes folgt, dass
es ein Skalarpotential ¢ gibt, so dass E = —V¢. In der
Magnetostatik gibt es eine verschwindende Divergenz, was
die Existenz eines Vektorpotentials A impliziert, so dass
B =V x A gilt. Das Vektorpotential wird in Tesla-Meter
Tm gemessen.

Das Vektorpotential

Wenden wir dies auf das Ampére’sche Gesetz an, so erhal-
ten wir

VXVXA:/,LoJ.

Mithilfe einer Formelsammlung kénnen wir die linke Seite
umschreiben zu

VxVxA=V(V-A)-V3A.

In der Definition des Vektorpotentials haben wir Ahnlich
zum Elektrischen Potential eine Ambiguitit, da V¢ =
V(¢ + c) fiir eine Konstante ¢ gilt. Dies nennt sich eine so-
genannte EICHINVARIANZ woraus wir in der theoretischen
Physik die Ladungserhaltung ableiten kénnen. Mit der so-
genannten COULOMB EICHUNG, welche durch V- A =0
gegeben ist, kdnnen wir die Gleichung fiir das Vektorpo-
tential vereinfachen zu

VA = —puod.

Diese Gleichung ist analog zu 3 Poisson’schen Gleichun-
gen, so dass die Losung gegeben ist durch

A(r):%//

Wir wollen uns nun fragen, was das Magnetfeld dB wel-
ches durch das gerichtete Stroelement Idl erzeugt wird, ist.
Der einfachheit halber nehmen wir an, dass unser Strom-
element im Ursprung liegt, so dass r’ = 0. Somit ist

J(r/), av’.
—r |

v

20 11,

Ho
dA = —JdV =
47 4
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Nun rechnen wir das Magnetfeld durch die Rotation des
Vektorpotentials, so dass

I
dB:deA:Vx(ZO-dl>

r
= MLIV X (dl) .
47 r

Nun verwenden wir die Produktregel fiir die Rotation:
Vx(fA)=fVxA+VfxA.

Anwenden bringt uns zu

I 1 1
qB = Mol | Vxdl o1y
47 r r
=0

x dl

kol 1

4T r
pol

1r 3 x dl.

Theorem 7.3: Biot-Savart’sches Gesetz

Das Magnetfeld dB welches durch ein gerichtetes
Stromelement Idl erzeugt wird, ist gegeben durch

I
dB = Ho

= g (dlx ).

Wir definieren das Magnetische Dipolmoment g eines
Kreisstromes als
w=TA.

Das Drehmoment welches auf einen Dipol in einem exter-
nen Magnetfeld wirkt, ist gegeben durch
T=pxB.

Ausserdem ist die potentielle Energie eines Dipols in einem
externen Magnetfeld gegeben durch

U=—u-B.

Wir wollen nun das Magnetfeld einer Spule berechnen, was
im Grunde aufeinander gelegte Kreisstrome sind. So eine
Spule ist charakterisiert durch die Windungszahl n, wel-
ches die Anzahl der Windungen pro Langeneinheit ist.

Nach ldngerer Rechnung erhalten wir fiir das Magnetfeld
einer Spule

poln
2

B, = (cos By — cosby).
Wichtig dabei ist, dass wir so ein homogenes Magnetfeld
in einem Spuleninneren erzeugen kénnen.

Wenn wir einen Strom senkrecht zu einem Magnetfeld ha-
ben, so erfahrt der Strom eine Kraft, welche senkrecht
zum Strom und zum Magnetfeld steht. Somit entsteht eine
Spannung zwischen den Seiten des Leiters, welche durch
die Lorentzkraft verursacht wird. Dieser Effekt nennt sich
HALL-EFFEKT. Die Hall-Spannung Uy ist gegeben durch

1B

Ug = —.
" ngA



Somit kann auch die Ladungsdichte n, sowie das Vorzei-
chen der Ladung ¢ durch den Hall-Effekt bestimmt wer-
den.

Proof. Wir setzen die Lorentzkraft null und erhalten
0=¢(E+vxB)=E=-vxB.

Da die Ladungen am Ende des Leiters gesammelt werden, ist dies ein
Kondensator, so dass die Spannung gegeben ist durch

Uy = Ed = vBd.

Mit I = vAng erhalten wir die gewiinschte Formel. |

Im 3-Dimensionalen haben wir I = j- A mit der Volumen-
stromdichte j definiert. Im 2-Dimensionalen, kénnen wir
die FLACHENSTROMDICHTE K definieren, so dass j = v-o
gilt. Dies folgt aus

1 _dg _olv _
TS Tan T T T

l

Betrachten wir nun einen Flachenstrom welchen auf uns
zukommt. Durch Biot-Savart folgt, dass das Magnetfeld
eines solchen Fléchenstroms gegeben ist durch

aB — ol
4mr?

(dl x 7).

Unter der Annahme, dass r viel kleiner als die Ausdeh-
nung des Flachenstroms ist, so streichen sich die Beitrage
der senkrecht zur Platte stehenden Felder weg, sodass das
Magnetfeld eines Fldchenstroms parallel zur Platte steht.

Fiir die Stérke des Magnetfelds eines Flachenstroms kon-
nen wir dann das Ampére’sche Gesetz verwenden, mit ei-
nem rechteckigen Ampereschen Pfad, so dass

0A
Ausserdem ist aus Symmetriegriinden das Magnetfeld ei-
nes Flachenstroms konstant auf beiden Seiten der Platte,

so dass
_ HoK
5

B

Betrachten wir nun einen Plattenkondensator, welcher sich
in z-Richtung bewegt. Somit ist das Magnetfeld zwischen
den Platten pgKZz = pgovg. Ausserhalb heben sich die
Magnetfelder auf, so dass dort B = 0 gilt. Das Elektrische
Feld zwischen den Platten ist I, = i

Dies sind die Formeln im Laborsystem K. Wir filhren noch
das System K© ein, das Ruhesystem des Plattenkonden-
sators, sowie das System K’, welches sich mit Geschwin-
digkeit v relativ zum Laborsystem bewegt.

In K gilt:
E, =2
€0
B, = povoo.

In K9 gilt gibt es den Boost-Vekotr 3y = 2, s0 dass

ag
o) — —

Yo
po_% __°
Y = =

€0 Yo€o
BY =o.

z
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In K’ gilt der Boost-Vektor § = 2. Die Geschwindigkeit
des Plattenkondensators ist durch die relativistische Ge-
schwindigkeitsaddition gegeben durch

Bo— B

/fi

7 1-8B

Die Ladungsdichte der Platten im System K’ ist gegeben
durch

B

I ! . ! g
0 == 7500 = Yp—-
Yo

Wir errinnern uns, dass

Yo = 1Y0(1 = Bo).
Somit ist
o = 7(1 - Bﬁo)&

Wir kénnen somit die Flichenstromdichte im System K’
berechnen, so dass

Bo — B
1 -8B

Somit kénnen wir nun die elektrischen und magnetischen
Felder im System K’ berechnen, so dass

K'=0o'Blc=av(1 — BBo) ¢ = oye(Bo — B).

/
B =% (- 880) S = (B, - LB,
(=2 =2(- PR =B, - - B.)
K’ oye
B, = B = B705 (8 — ) = 7(B. — Becomo ).

Unter der Verwendung von egjoc® = 1 konnen wir dies
umschreiben zu

Eg/; = ’Y(Ey — fBcB.)

FE
B; = ’Y(Bz - /Bjy)

Das Ergebnis lasst sich zu den sogenannten EINSTEIN-
GLEICHUNGEN verallgemeinern, welche die Transformati-
on von elektrischen und magnetischen Feldern unter einem
Lorentz-Boost beschreiben. Sie lauten

Eh:E”, E/J_:’Y(EJ_—I—QXCB)

1
Bh :B”, B/J_Z’y(BJ_—EﬂXE).
Es gibt hier eine gewisse Symmetrie zwischen E und ¢B,
welche in der theoretischen Physik durch den elektroma-
gnetischen Feldtensor beschrieben wird.

Fiir den Speziallfall, dass in K die Ladungen in Ruhe sind,
folgt

E‘ll :EH’ Ei:’VEL-

Ausserdem entsteht ein Magnetfeld, welches senkrecht

zum elektrischen Feld steht, so dass

E
B =0, Bi:fyﬁx%.



8 Magnetische Induktion

Induktion heisst das auftreten einer Spannung durch die
Anderung eines Magnetfeldes. Genauer, hatten wir bei ei-
ner reellen Spannungsquelle einen Innenwiderstand r und
eine elektromotorische Kraft e.

Die erste Klasse von Induktion entsteht durch eine relativ-
geschwindigkeit. Die zweite Klasse von Induktion entsteht
durch die zeitliche Anderung eines Magnetfeldes.

Sei unser Laborsystem K mit B || 2. Ausserdem haben
wir einen Leiter, parallel zu &, welcher sich mit Geschwin-
digkeit v = vy bewegt.

Die Ladungen im Leiter erfahren eine Lorentzkraft, welche
senkrecht zum Leiter und zum Magnetfeld steht, so dass
eine Spannung zwischen den Seiten des Leiters entsteht.
Im Gleichgewicht ist die Lorentzkraft null, so dass

0=¢g(E+vxB)=E=-vxB.

Die Potentialdifferenz zwischen den Seiten des Leiters ist
somit gegeben durch

U= FEd=vBd.

Im Ruhesystem K’ des Leiters, gibt es kein Magnetischer
Effekt, da die Ladungen im Leiter in Ruhe sind. Das ex-
terne elektrische Feld ist jedoch

E. ., =7(EL + 3 x cB).

Es gilt £, = 0, gibt es nur E{, als Reaktion auf die
Lorentzkraft, so dass

E{nt = —E;

1 ext —

—vpB x cB.

Ausserdem ist fiir das Magnetfeld im Ruhesystem K’ des
Leiters

1
B/:’y(B—EBXE):'yB.

Durch das externe elektrische Feld bewegen sich die La-
dungen im Leiter, so dass im Gleichgewicht

E;nt + E:axt = 0
Das externe Feld ist hierbei nicht konservativ.
Wir definieren die elektromotorische Kraft als

_Usa _

. /AB(VXB)-ds:?g(va)-ds.

Die allgmeine Definition der elektromotorischen Kraft ist
gegeben durch

E=¢(E+VXB)~dS.

8.1 Das Faraday’sche Induktionsgesetz

Wir definieren den magnetischen Fluss analog zum elek-

trischen Fluss als
(I)B = // B - da.
A
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Betrachten wir nun unsere Situation von vorher. Dann ist
der Fluss durch die Leiterschleife gegeben durch

@(t)://AB-da.

Zum Zeitpunkt t +dt ist der Fluss durch die Leiterschleife
gegeben durch

<I>(t+dt)=/] B - da.
A+dA

Somit finden wir fiir die Anderung des Flusses
4P = B(t + dt) — B(¢) :/ B.da.
dA

Wir kénnen mit da = ds x vdt umschreiben, so dass
d<I>:§£B~(v~dt><ds).
Somit ist
@:%B-(des).

Dies ist ein Spatprodukt, so dass wir es umschreiben kon-
nen zu

(i):yg—(va)-ds:—e.

([ Theorem 8.1: Faraday’sches Induktionsgesetz

Die elektromotorische Kraft € in einer Leiterschlei-
fe ist gleich der negativen zeitlichen Anderung des
magnetischen Flusses ® g durch die Leiterschleife, so

dass d
= —— B - da.
€ o //A da

. J

Ableiten von ® = B - A bringt uns zu

o
dt

dA
dt

dB
dt
Anderung der Fliiche entspricht Induktion erster Art, An-
derung des Magnetfelds entspricht Induktion zweiter Art.

Betrachten wir nun eine &hnliche Situation wie zuvor, nun
ist aber der Stromkreis geschlossen mit einem Widerstand
R. Die EMF erzeugt einen Strom I, welcher selbst ein Ma-
gnetfeld erzeugt, welches dem urspriinglichen Magnetfeld
entgegenwirkt. Dies ist die LENZ’SCHE REGEL. Das Ma-
gnetfeld wirkt der "der Ursache der Induktionéntgegen, so
dass die Energieerhaltung gewéhrleistet ist.

Somit befindet sich auch ein Strom im bewegten Stab, was
eine Biot-Savart Kraft verursacht, welche der Bewegung
des Stabes entgegenwirkt. Der Stab erfdhrt also eine Kraft,
welche der Bewegung entgegenwirkt.

Da hier alles Senkrecht aufeinander ist, so ist
Fps =1lB = Foy.

)

Ausserdem ist I = £ und P = el = Fexyv, so dass

P = IlBv.



Wir wollen nun eine Leiterschleife durch das externe Ma-
gnetfeld einer Spule bewegen. Dazu sei K das Ruhesys-
tem der Spule, die B erzeugt und K’ das Ruhesystem der
Leiterschleife, welche sich mit Geschwindigkeit v, mit dem
Leiter zusammen bewegt. Dann kénnen wir die Einstein-
gleichungen verwenden. Da wir wlog in K nur ein Magnet-
feld haben, so ist

E| =y xB,
BILZ’YBL.

Im Laborsystem K ist die EMF gegeben durch
€= ?g(v x B)-ds = —(Bs — By)lv.

Wenn wir nun die Flussdnderung berechnen, so erhalten

WIr d
i’:a//AB-da:(BQ—Bl)lv.

Im Ruhesystem K’ der Leiterschleife, gibt es kein Magne-
tischer Effekt, da die Ladungen im Leiter in Ruhe sind.
Das externe elektrische Feld ist jedoch

/ —_
Eext -

~y(v x B).

Somit ist
g = %ngt -ds = ~e.

Wenn wir die Flussédnderung berechnen, so erhalten wir

@’:%// B’ - da = ~®.
A

Wir wollen nun noch die differentielle Form des Fara-
day’schen Induktionsgesetzes herleiten. Wir verwenden
den Satz von Stokes, so dass

//AVXE-da:ygAE-dl:—(i//AB-da:—//A

Da dies fiir jedes A folgt das Faraday’sche Induktionsge-
setz

0

( A

Theorem 8.2: Differentialform des Faraday’schen In-
duktionsgesetzes

Die Rotation des elektrischen Feldes ist gleich der
negativen zeitlichen Anderung des magnetischen Fel-

des. 9B
E=——.
V x T

8.2 Gegenseitige Induktivitat

Wenn wir zwei Stromschleifen haben, und in einer sich
der Strom erhdht, so induziert dies eine Spannung in der

anderen Schleife.
d
= —— B(I;) - da..
dt /[42 1(h) - da

Definieren wir nun die sogenannte GEGENSEITIGE INDUK-
TIVITAT M1 durch

d®,;
de

€21

Doy
21 Il

B
E -da.
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So wird dies zu
dI;

dt

Die gegenseitige Induktivitdt Moy ist eine geometrische
Grofe, welche von der Form und der Anordnung der bei-
den Schleifen abhéngt. Die Einheit des Flusses ist Vs so-
dass die Einheit der gegenseitigen Induktivitdt (2s oder
Henry H ist.

€21 = — My

Es gilt ausserdem, dass M1 = M5 gilt, was sich durch die
Symmetrie der Anordnung der beiden Schleifen erklédren
l&sst.

8.3 Selbstinduktivitat

Betrachten wir nun eine einzelne Stromschleife, in welcher
sich der Strom erhoht. Dadurch entsteht eine Flussdnde-
rung in der Schleife selbst. Die so induzierte Spannung
wirkt der Anderung des Stroms entgegen. Dieser Prozess
wird als SELBSTINDUKTIVITAT bezeichnet. Dies ist quasi
das My, = L.

Alle reellen Schaltkreise, insbesondere Spulen haben eine
Selbstinduktivitéat. Die Selbstinduktivitét eines Stromkrei-
ses wird immer idealisiert beschrieben. Eine reale Spule ist
somit eine Serienschaltung aus einer idealen Spule und ei-

nem Widerstand. Die induzierte EMF ist somit
dr

=—-L—.

c at

Bauen wir dies nun in einen Schaltkreis ein. Zunéchst be-
trachten wir einen Stromkreis mit Spannungsquelle eg,
Spule L und Widerstand R in Serie. Ausserdem haben
wir noch einen Schalter.

Anwenden der Kirchhoffschen Regeln bringt uns zu

dr
EO_LE_RI:O

Schliessen wir nun den Schalter bei tg, finden wir, dass

1= %} (1 — e_%(t_to)) .

Somit ist die Zeitkonstante 7 = %.

Offnen wir den Schalter wieder bei t; >> ¢, so ist % — 00
und somit € — oo. Dies ist der Grund, weshalb man eine
Schutzdiode parallel zur Spule schaltet, damit die indu-
zierte Spannung nicht zu gross wird.

Aufstellen der Kirchhoffschen Regeln fiir den Fall, dass der
Schalter gedffnet ist, bringt uns zu

dr
—L— —RI=0.
dt

Und somit durch 16sen der DGL zu

I = Ipe L=t

Wir mochten nun die Induktivitit einer Spule genauer an-
schauen. Fiir die Induktivitéit einer Spule gilt zunéchst,
dass

N



I —— I beim Schliessen des Schalters
47 —— I beim Offnen des Schalters
2 1
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Abbildung 2: Zeitlicher Verlauf des Stroms I beim Schlies-
sen und Offnen des Schalters

Somit ist der Fluss durch die Spule gegeben durch
N
& =BA= MOTIA'N-

Die Selbstinduktivitdat der Spule ist somit

@
T

A
= MOTNQ-

L =
Wir kénnen nun auch noch die Energie betrachten, welche
in der Induktivitéit gespeichert wird. Fiir den Stromfluss
nach dem Offnen des Schalters, fliesst noch Strom und
im Widerstand wird Leistung P = g;,9/ umgesetzt. Die
Energie welche in der Induktivitit gespeichert ist, ist somit

U= Pdt = —

ty

o dI

/ L—Idt =
ty

dt
Verwenden von I = % bringt uns zu, wobei V' = Al die
Volumen der Spule ist,

1
5Lfg.

1
U=-—VB2
2410

Die Energiedichte eines Magnetfelds ist somit gegeben

durch
U

— 1 2
Vo 20
Diese Formel gilt im allgemeinen nicht nur fiir Spulen,
sondern generell.

up

Bemerke, dass diese Formel analog zur Energiedichte ei-
nes elektrischen Felds ugp = %50E2 ist, was die Symme-
trie zwischen elektrischen und magnetischen Feldern un-
terstreicht.
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9 Wechselstrome

Wir wollen analysieren, wie C' und L den Strom in Wech-
selstromkreisen beeinflussen. Wir haben somit V' (¢), I(t).
Generell ist der Strom I(t) die Antwort des Kreises auf
den Treiber, welcher eine EMF ist. Insbesondere schauen
wir uns die Amplitude und die Phase des Stroms an.

Dafiir betrachten wir zunéchst einen freien, gedampften
RLC Stromkreis. Dieser besteht aus einem Widerstand R,
einer Spule L und einem Kondensator C' in Serie.

Wir kénnen uns analog eine Masse m, eine Federkonstante
k und eine Dampfungskonstante « vorstellen.

Tabelle 3: Vergleich RLC und Masse-Feder-Dampfer Sys-
tem

RLC ‘
14
im Kondensator

in der Spule
R

MFD
T
in der Feder
in der Masse
K

Amplitude
E max Amplitude
E Amplitude 0
Déampfung

Wir stellen nun die DGL auf. Die Ladung auf C' ist @ =
C - V. Der Strom ist somit [ = —@Q = —CV. Anwenden
von Kirchhoff bringt uns zu

V — LI — RI =0.

Einsetzen von I = —C'V bringt uns zu
. R. 1
V4+—-V4+—V=0

VAR 73

Das ist einfach eine geddmpfte harmonische Schwingung
weshalb die Losung gegeben ist durch

V(t) = Ve 3t - cos(wt).

1

VLC
% die Abklingkonstante und

oo L _ R’
“Vic arr

Analog zum mechanischen Oszillator gibt es die schwache
Dampfung (p < wy), die starke Dampfung (p > wp) und
die kritische Dampfung (p &~ wy). Die Energie des Systems
schwingt hier zwischen dem E und B Feld hin und her. Es
gibt hier 4 Falle.

Ausserdem ist wy = die Eigenfrequenz des Systems,

und p =

— 2
W = Wy —

1. Wir haben maximale Spannung iiber dem Kondensator.
E ist maximal, B ist null. Somit ist V = %, I =0 und
U= %CVQ.

2. Wir haben maximale Stromstérke durch die Spule. F
ist null, B ist maximal. Somit ist V' = 0, I maximal und
U= %LI 2,

3. Wir haben minimale Spannung tiber dem Kondensator.
F ist minimal, B ist 0. Es ist V = —%, I=0und U =
Lov?
5 .

4. Wir haben minimale Stromstérke durch die Spule. £
ist null, B ist maximal. Es ist V' = 0, I minimal und
U=21iLI%

-2



Es stellt sich nun die Frage, wie ein Wechselstromgenera-
tor funktioniert. Ein Wechselstromgenerator besteht aus
einem Magneten, in wessen Magnetfeld sich eine Leiter-
schleife mit Winkelgeschwindigkeit w dreht.

Der Fluss durch diese Spule ist
® = BAcos(wt).
Die EMK ist somit gegeben durch

e(t) = ep sin(wt) = BAwsin(wt).

Das Prinzip lésst sich auch umkehren, so dass wir einen
Motor bauen kénnen. Wenn ein Strom durch die Leiter-
schleife fliesst, so entsteht ein magnetisches Moment, wel-
ches mit dem Magnetfeld wechselwirkt, so dass ein Dreh-
moment entsteht, welches die Leiterschleife in Rotation
versetzt.

Fiir die potentielle Energie eines magnetischen Dipols in
einem Magnetfeld gilt

0 0
AU =W = / Tdf = / uBsin(0')d0’ = —puB cos(h).
0 0

Wiéhlen wir den Nullpunkt nun bei 6 = 7, so dass U(0) =
0 gilt, so erhalten wir

Unax = /j,B Unin = _NB

9.1 Wechselstromkreise

Die Schaltelemente im Wechselstromkreise sind Wider-
stand, Kapazitdten und Induktivitdten. Die Spannungs-
abfille sind gegeben durch

Tabelle 4: Vergleich der Spannungsabfille tiber Wider-
stand, Kapazitat und Induktivitéit

Widerstand Ve =IR
Kapazitat Ve = %
Induktivitét | V, = —LY

Sei zunéchst C' = 0. Dann ist gegeben £(t) = g cos(wt).
Die EMF treibt nun einen Strom I durch die Spule und
den Widerstand, so dass mit Kirchhoff 2 folgt

dI

t)— LS —RI=0.
e(t) 7 RI=0

Umsortieren in die Standardform bringt uns zu
LI + RI = ¢ cos(wt).

Wenn wir diese Differentialgleichung 16sen, so erhalten wir
als Ansatz
I(t) = Ip - cos(wt + a).

Einsetzen in die DGL bringt uns zu
—Llywsin(wt + «) + Rl cos(wt + o) = €g cos(wt).

Verwenden der Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus
bringt uns zu

— sin(wt)[2Ipw cos(a) + Rl sin(«)] = 0
— cos(wt)[2Ipw sin(a) — Ry cos(a) + o] = 0.
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Auflésen bringt uns zu

«a = arctan —%
N R

=2 cos(cu)—gi0
TR Rz 22

Wir sehen, dass o < 0 gilt, so dass der Strom dem Treiber
hinterherhinkt. Ausserdem ist die Amplitude des Stroms
von der Phasenverschiebung abhéngig.

Als Nebenbemerkung, in der aktuellen Diskussion gehen
wir von quasistationéiren Stromen aus, also Wechselstrom-
frequenzen, kleiner als 1000 Hz aus.

Wir wollen dies nun fiir den RC-Stromkreis wiederholen.
Der DGL ist gegeben durch

Q
= —RI=0.
+5 - RI=0

Wir verwenden den analogen Ansatz wie zuvor, so dass

e(t)

I(t) = Ip - cos(wt + ).

Es gilt I = —Q, wobei das Minuszeichen daher kommt,
dass der Kondensator entladen wird. Als Konvention neh-
men wir an, dass wenn Ladung von der + zur - Platte
fliesst (entladen), dann ist I negativ.

Einsetzen in die DGL bringt uns zu

1
% sin(wt + a) + RIy cos(wt + a) = g cos(wt).
w
Verwenden der Additionstheoreme und auflésen bringt uns
zu
¢ 1
o = arctan | ————
wRC
5 €
Iy = EO ccos(a) = —2
R? + e

Wir haben also einen kapazitiven Widerstand Z¢c = .
Ausserdem ist o > 0 so dass der Strom dem Treiber vor-
auseilt.

Strom eilt vor am Kondensator.
Strom zu spéit an der Induktivitéat. (R. Wallny)

Einen kapazitiven Widerstand Z¢ wird auch ein Hochpass
und ein induktiven Widerstand Z, wird auch ein Tiefpass
genannt, da Z¢ fiir grosse Frequenzen klein und Zj, fir
kleine Frequenzen klein ist.

Ein getriebener RLC-Stromkreis hat eine Resonanzfre-
quenz wy = \/% Der Giitefaktor Q ist gegeben durch

L

Wir wollen einen Stromkreis nun mit komplexen Zahlen
analysieren. Wir haben also eine angelegte EMF V
goe™!. Dies ist die aufgepriigte Stérung. Die komplexe

Stromantwort ist

_ Lwl’l’la.X

Q_R

I = [ye'wite),



Wir kennen dies vom Gleichstrom, wo V' = IR gilt. Wir
konnen dies nun verallgemeinern. Dazu schreiben wir I =
%V. Die Verallgemeinerung ist dann

I=YV.

Hierbei ist Y die sogenannte ADMITTANZ, welche den Leit-
wert verallgemeinert. Analog definiert man Z = % als die
sogenannte IMPEDANZ.

Wir wollen die Admitanz schreiben als Y = Ype®®. Yj ist
der Betrag und ¢ die Phase der Admitanz. Es gilt

Yoe' = Yy cos(g) + 1Yo sin(y).
Ausserdem ist

tan(p) =

Ausserdem gilt

YY = Y& =R(Y)? +3(Y)?

und _
4 a—ib Y
a+ib  a2+b2 Y[

Fiir den RL Stromkreis haben wir gesehen, dass tan(a) =

Fir R — 0 haben wir ¢« — —Z Somit

5 und [y —
kénnen wir schliessen, dass

€0
wlL*

I =YLV = L' @) = YyePepelt.

Kiirzen von ™! bringt uns zu den beiden Zusammenhin-

gen
€o 1 i . .
== =—, = —— = o= .
I, wL 77 27°¢ ’

Somit ist die Admitanz eines Induktors gegeben durch

Yo

1

Y, = ——.
L wlL

Ausserdem ist die Impedanz eines Induktors gegeben
durch

1

Analog fiir den Kondensator finden wir
1 i

YC:iwC’, ZC:?C —w-

Dies ist nun super praktisch, da wir die gleichen Gesetze
wie im Gleichstrom mit Widerstdnden verwenden kénnen.
Bei einer Parallelschaltung von L, R und C ist zum Beispiel

1 1
| 80\/R2 + (wC — E)Q'

Und

:RwC—E.

tan(a) 7
w
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9.2 Leistungsaufnahme

Bei Gleichstromkreisen ist die Leistung P = I'V. Dies gilt
auch im Wechselstromkreis, Hier konnen wir jedoch nicht
mit komplexen Zahlen rechnen, da

R(IV) # RR(V).

Die durchschnittliche Leistung iiber eine Periode T ist ge-
geben durch

<VI>T = l

T
T / Vo cos(wt) Iy cos(wt + a)dt.
0

Verwenden des Additionstheorems fiir Kosinus bringt uns
zu

1
(VI)r = §VOIO cos(a).

Der Term cos(wt + «) beschreibt, wie die Leistung um
ihren Mittelwert schwingt.

Dies ist der Grund, weshalb wir bei Wechselstromkreisen
nur ein Teil von VI als Leistung abgegeben werden kann.
Ein gewisser Teil der Leistung wird in die Spannungsquelle
zuriickgespeist.

Man spricht in der Praxis héufig von Effektivspannungen
und Effektivstrom

o
%:77
T2

9.3 Der Transformator

Ein TRANSFORMATOR ist ein Gerét, welches Spannungen
transformieren kann. Das Ziel ist es, die Leistung optimal
zu transportieren. Wenn wir ein Kabel haben, hat die-
ses einen Ohmschen Widerstand Rg. Der Spannungsab-
fall AV ist gegeben mit AV = I Rk . Der Relative Verlust
ist somit

AP,

AVI  I*Rg
Pel B B

VI VI

Pel

Dies wiirde nahelegen, moglichst hohe Spannungen zu
verwenden, um die Verluste zu minimieren. Dies wird
durch den Transformator ermdglicht, welcher die Span-
nung hochtransformieren kann. Dabei haben wir zwei
Spulen mit unterschiedlicher Windungszahl.

N
N, —

Es zeigt sich, dass % = %

Im Priméarkreis haben wir eine Wechselspannung. Nehmen
wir an, wir haben I, > 0. Dadurch entsteht ein Magnet-
feld, welches auch in der zweiten Spule einen Strom in-
duziert. Aufgrund der Lenzschen Regel ist dieser Strom
so gerichtet, dass er dem Primérstrom entgegenwirkt. So-
mit ist I negativ, so dass I, und I, in entgegengesetzte
Richtungen fliessen. Wir wollen ihn dennoch als positiv
betrachten.



10 Maxwellgleichungen

Es stellt sich die Frage, wie Stréme durch Kondensatoren
fliessen konnen. Bisher haben wir folgendes gesehen

V-E="2
€0
V-B=0
0B
E=——
V x T
VXB:ﬂQJ.

Wenn wir nun die Divergenz der vierten Gleichung neh-
men, so erhalten wir

V-VxB=0.

Auf der rechten Seite erhalten wir jedoch

0
V- (od) = poV-J = —Moafi # 0.
Aus Symmetrie fehlt irgendwie ein %—]f.

In Integralform sagt Ampére, dass

B-dl:uo//.]~da.
oA A

Wenn wir nun einen Plattenkondensator haben, so konnen
wir eine Fliache A um einen Teil des Kabels legen. Jedoch
kénnen wir mit dem selben Rand JA auch eine Fléiche
A’ um die Platten legen. Auf der einen Seite haben wir
also einen Strom, auf der anderen Seite haben wir keinen
Strom, so dass die Ampéresche Gleichung nicht mehr gilt.

Bei einem Plattenkondensator haben wir

do

dt

oF

ot

Wir definieren somit den MAXWELLSCHEN VERSCHIE-
BUNGSSTROM als

d
pol = uoﬁ = poA pogoA

dt

OE
Jv =eco—.
MY
Somit wird das Ampéresche Gesetz zum Maxwell-Ampére
Gesetz.
V x B = po(J 4+ Jv) = pod + poco

ot

Wir kénnen nun auch die Kontinuitétsgleichung aus den
Maxwellgleichungen herleiten. Ableiten der ersten Glei-
chung bringt uns zu

0 a p
~“VvV.-E=2%.2 .
atv atéojv ¢

OE _ 0y

ot ot
Finsetzen in die Divergenz der vierten Gleichung bringt
uns zu

OE
V'VXB:MOV'J""NOSOV'E:O-

Umformen bringt uns zu

ap

J=-2°
v ot
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Somit sind wir bei den Maxwellgleichungen angekommen.

v E="
€o
V-B=0
0B
VXE=——
% at
OE
V x B = poJ + poco—.

ot

10.1 Elektromagnetische Wellen

Weit von Quellen entfernt, diirfen wir p = 0 und J = 0
annehmen. Somit reduzieren sich die Maxwellgleichungen
zZu

V-E=0
V-B=0
OB
E=——
V x T
OE
B= —
V x M0606t

Diese werden auch die Homogenen Maxwellgleichungen ge-
nannt. Nehmen wir die Rotation der dritten Gleichung, so
erhalten wir

0 0’E
VXVXE:_aVXB:—NOEOW.
Also gibt das
2
V2E — oo g =

ot?
Dies ist die Wellengleichung fiir das elektrische Feld. Aus-

serdem ist )

HoEo = — -
2

Analog fiir die magnetischen Felder erhalten wir

0’B

— =0.

ot?

Es lasst sich zeigen, dass das FF und B Feld transversale
Wellen bilden, welche senkrecht zueinander und zur Aus-

breitungsrichtung stehen.

VZB — oo

Wir bemerken, dass eine Elektromagnetische Welle Ener-
gie transportiert. Die mechanische Energiedichte war de-
finiert als u = ‘3—1{3. Die Intensitdt war dann definiert als
I = % = u - v. Ausserdem hatten wir die Energiefluss-
dichte definiert als S = uv.

Fiir die elektromagnetische Welle ist die Energiedichte ge-
geben durch

1 1 B?
u=up+up=-goE? + —B%=— =gyE%
2 210 o
Hierbei haben wir ' = ¢B verwendet. Ausserdem folgt
_E-B

u .
Hoc€

Die Energieflussdichte ist somit gegeben durch

1

.ck=—F x B.

o€

Dies wird auch als POYNTING-VEKTOR bezeichnet.
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